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Capitolo 1

Introduzione

Nel 1911 il fisico olandese Kamerlingh Onnes riusci a liquefare 1’elio, ul-
timo fra i gas inerti a essere condensato. L’elio liquido permise a Onnes
di raffreddare materiali a temperature di poco superiore al grado Kelvin e
quindi di studiare il comportamento della materia a basse temperature. In
seguito a misure di resistenza elettrica del mercurio egli si accorse che, quando
la temperatura del campione scendeva a 4.2 Kelvin, la resistenza scompari-
va: fu la scoperta della superconduttivita. La resistenza nulla al flusso di
corrente elettrica non era il solo motivo di meraviglia: il comportamento
dei superconduttori in campo magnetico si rivelo altrettanto sorprendente.
Nel 1933 due fisici tedeschi, Meissner e Ochsenfeld, scoprirono che un super-
conduttore puo espellere il flusso magnetico quando viene raffreddato al di
sotto della sua temperatura di transizione. La completa espulsione del flusso
(diamagnetismo perfetto) € nota oggi sotto il nome di effetto Meissner.

Nonostante i progressi nelle osservazioni sperimentali, il problema di for-
nire una spiegazione teorica per lo stato di superconduzione si rivelo partico-
larmente difficile. Solo negli anni cinquanta Ginzburg e Landau svilupparo-
no una teoria fenomenologica, postulando due equazioni che descrivevano la
transizione dallo stato normale a quello di superconduzione. Non si riusciva
pero ancora a spiegare perché questo fenomeno si verificasse dal punto di
vista microscopico.

Nel 1957 Bardeen, Cooper e Schrieffer misero a punto una teoria che

forni una spiegazione microscopica della superconduttivita. Secondo la co-



siddetta teoria BCS, gli elettroni di conduzione si propagano senza incontrare
resistenza perché si muovono in coppie, le cosiddette coppie di Cooper. Gli
elettroni formano coppie di Cooper in quanto interagiscono con i fononi, vi-
brazioni meccaniche del reticolo cristallino del metallo. Le vibrazioni degli
atomi del reticolo tendono a neutralizzare la repulsione che normalmente si
esercita tra gli elettroni, anzi producono una debole forza attrattiva. L’in-
tensita di questa interazione dipende dalla temperatura. Il punto, su una
scala delle temperature, al quale si manifesta la superconduttivita viene defi-
nito temperatura critica o temperatura di transizione di fase. A temperature
al di sopra di questo punto critico, le fluttuazioni termiche distruggono le
coppie di Cooper e di conseguenza lo stato di superconduzione del metallo.
Un’importante scala microscopica di distanza in un superconduttore e la se-
parazione spaziale degli elettroni di una coppia di Cooper: questa distanza e
chiamata lunghezza di coerenza, e, in superconduttori tipici, puo variare da
alcune decine ad alcune centinaia di nanometri. La teoria BCS ha fornito una
descrizione soddisfacente dei superconduttori tradizionali le cui temperature
critiche non superavano i 20-25 Kelvin.

Nel 1986 pero Bednorz e Miiller, ricercatori del laboratorio Ibm di Zuri-
go, riuscirono a strutturare un materiale a base di ossido di rame in grado
di entrare in fase di superconduttivita ad una temperatura di circa 30 K.
Questa scoperta, che valse il premio Nobel per la Fisica ai due ricercatori,
rappresento una svolta decisiva per lo studio sperimentale e teorico della su-
perconduttivita. Infatti dal 1986 in poi, molti ricercatori hanno dedicato la
loro attivita alla preparazione di materiali con temperature critiche sempre
piu alte fino a raggiungere i 133 K in un materiale a base di ossido di ra-
me contenente mercurio (HgBayCasCuszOsys). La prospettiva di strutturare
materiali superconduttori a temperatura ambiente potrebbe infatti innescare
una vera e propria rivoluzione tecnologica.

Riportiamo ora una breve panoramica della struttura reticolare e dei dia-
grammi di fase di alcuni noti superconduttori ad alta temperatura critica.
In generale essi hanno uno o piu piani reticolari con base C'uOy nella loro
struttura. Questi piani sono separati da altri atomi come il bario, 1’ossige-

no, il lantanio, etc. Molti ricercatori ritengono che la superconduttivita sia



Figura 1.1: Struttura cristallina del Lay_,Sr,CuO4 (da Almasan e Maple,
1991)

connessa a processi che avvengono nei piani CuQO,, considerando quindi il
sistema come quasi bidimensionale.

Uno dei primi superconduttori ad alta temperatura critica scoperti ¢ il
Lay_Sr,CuQy, la cui struttura cristallina e tetragonale a corpo centrato
(bct) ed & mostrata in Figura 1.1. Nei piani CuQOs, ogni ione di rame Cu?*
¢ fortemente legato a quattro ioni di ossigeno O?~ con una distanza di circa
1.9 A. T piani CuO, sono distanti circa 6.6 A, separati da piani di LaO. Gli
atomi di rame hanno anche un atomo di ossigeno sopra e sotto nella direzione
cristallografica ¢ ad una distanza di circa 2.4 A. Drogando il materiale con
lo stronzio, alcuni ioni La®* sono rimpiazzati da ioni Sr?*: questo comporta
un minor numero di elettroni donati ai piani CuQOy. Si € riscontrato che il
drogaggio ottimale per ottenere il massimo valore di 7, ¢ x ~ 0.15 come si
puo osservare in Figura 1.2. Questo materiale presenta anche una transizione
di fase strutturale passando da una struttura tetragonale ad alta temperatura
ad una struttura ortorombica a basse temperature.

Un altro composto noto ad alta temperatura critica e il Y BasCuzOg. s,

la cui complessa struttura cristallina e mostrata in Figura 1.3 In questo com-
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Figura 1.2: Diagramma di fase del Lay_,Sr,CuQO,4 (da Keimer et al., 1992)

posto sono presenti due piani reticolari CuOy per cella unitaria distanti circa
3.2 A e separati da ioni Y3*. Queste coppie di piani CuO, sono a loro volta
separati da piani contenenti atomi di bario, ossigeno e rame. La distanza fra
le coppie di piani conduttori ¢ di circa 8.2 A. Il diagramma di fase di questo
materiale, mostrato in Figura 1.4, indica che 'inizio della fase di supercondu-
zione ¢ a x. ~ 0.3 e che la massima temperatura critica ¢ ottenuta a x ~ 1.
Anche in questo materiale avviene una transizione di fase strutturale (da
tetragonale a ortorombica) vicino a x. ~ 0.3. Per approfondimenti si veda,
per esempio, l'articolo di rassegna di E. Dagotto [16]. Questi esempi sono
stati qui riportati per mostrare la grande complessita strutturale di questi
materiali e la conseguente difficolta di trovare un modello fisico che descriva
questi composti in modo soddisfacente.

Dal punto di vista teorico una delle caratteristiche piu importanti ¢ che,
nella nuova generazione di superconduttori, il legame che unisce le coppie
di elettroni & sorprendentemente forte. Il motivo di questo comportamento
e attualmente non compreso. E quindi necessario affrontare il problema di

trovare ’hamiltoniana microscopica appropriata che descriva la nuova classe
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di superconduttori. Occorre, tuttavia, puntualizzare che la soluzione di un
tale problema, seppure importantissimo, non rappresenta un punto d’arrivo:
sara comunque necessario trovare le soluzioni di una tale hamiltoniana.

Il fatto che nei nuovi materiali superconduttori gli elettroni siano forte-
mente correlati, ha posto, come problema di importanza capitale, lo studio
dell’evoluzione di un sistema di fermioni all’aumentare dell’intensita di un
potenziale attrattivo efficace tra gli stessi. Uno dei primi articoli apparso su
tale argomento ¢ stato quello di Nozieres e Schmitt-Rink [9], i quali hanno
seguito ’evoluzione da accoppiamento debole a forte. Essi hanno mostrato
che, per un’interazione debolmente attrattiva, un tale sistema subisce una
transizione alla fase di superconduzione a basse temperature con la forma-
zione di coppie di Cooper largamente sovrapposte in uno stato di singoletto
di spin proprio come nella teoria BCS. Al contrario, per un’interazione forte-
mente attrattiva, si formano bosoni compositi, formati da coppie di elettroni
fortemente legati, e la transizione alla fase di superconduzione ¢ interpretata
tramite il fenomeno della condensazione di Bose-Einstein. Nonostante il fatto
che i due limiti di accoppiamento debole e forte siano fisicamente differenti,
Nozieres e Schmitt-Rink hanno mostrato che 1’evoluzione da un tipo di su-
perconduttivita all’altro e continua. Non essendo l'interazione attrattiva tra
fermioni una quantita deducibile dagli esperimenti, Pistolesi e Strinati [12]
hanno proposto di utilizzare la variabile adimensionale k¢, (ks essendo
il modulo del vettore d’onda di Fermi e ;- la lunghezza di coerenza) per
seguire ’evoluzione dalla superconduttivita BCS alla condensazione di Bose-
Einstein, sia perché indipendente dai dettagli del potenziale di interazione,
sia perché accessibile sperimentalmente. Essi hanno mostrato che, in que-
sta variabile, il passaggio da un tipo di superconduttivita all’altro ¢ invece
piuttosto brusco e che i nuovi superconduttori ad alta temperatura critica
sono caratterizzati da un valore di k& di poco maggiore di 27. Cosl ci
sono forti indizi per ritenere che i nuovi materiali ceramici a base di ossido di
rame appartengano a un regime intermedio tra quello BCS di accoppiamento
debole e quello Bose-Einstein di accoppiamento forte. E allora importante
studiare attentamente le proprieta del sistema di fermioni soprattutto nel

regime intermedio ed evidenziare, se possibile, le caratteristiche peculiari di



un tale regime.

Esperimenti recenti di spettroscopia su campioni ceramici hanno infatti
fornito interessanti e sorprendenti risultati per la densita degli stati di parti-
cella singola. Al contrario di quanto avviene nei superconduttori tradizionali,
si e riscontrato l'esistenza di nuovi stati dentro il gap di energia di particel-
la singola e la presenza di una struttura (picchi piuttosto evidenti) sopra il
gap. Questi risultati non hanno ancora ricevuto una spiegazione teorica sod-
disfacente. La ragione di tale situazione e dovuta al fatto che la fisica del
problema risulta particolarmente complessa e non ancora sufficientemente
compresa. Vedremo infatti che, anche nell’ambito di un modello particolar-
mente semplificato come quello da noi utilizzato (si trascureranno, infatti, la
carica degli elettroni e la struttura del reticolo cristallino, oltre a considerare
un potenziale di interazione attrattivo tra fermioni particolarmente semplifi-
cato), I'inclusione delle fluttuazioni oltre 'approssimazione di campo medio,
indispensabile per ottenere risultati fisicamente significativi nel regime di ac-
coppiamento intermedio, comporta notevoli complicazioni matematiche e, di
conseguenza, una difficile interpretazione fisica dei risultati.

Lo scopo del presente lavoro e quello di approfondire alcuni aspetti del
vasto e complesso problema dell’evoluzione dalla superconduttivita BCS alla
condensazione di Bose-Einstein.

Nel Capitolo 2, dopo una breve introduzione del modello utilizzato e
una concisa esposizione dei metodi dell’integrazione funzionale, gia utilizzati
in letteratura (si veda, per esempio, i riferimenti [8], [11] e, in particolare,
[13]) per ottenere le funzioni di Green associate al problema, si mostrera
come sia possibile ottenere risultati analitici (per tutti i valori della variabile
adimensionale k) per le grandezze fisiche e, in particolare, per la densita
degli stati di particella singola in approssimazione di campo medio.

Nel Capitolo 3 si affrontera il problema interessante dell’evoluzione dello
spettro delle eccitazioni collettive dal limite BCS (modo di Anderson) al li-
mite BE (modo di Bogoliubov) nello stato fondamentale (7" = 0) del sistema.
Si mostrera come sia possibile anche in questo caso calcolare analiticamen-
te lo spettro delle eccitazioni collettive per valori arbitrari del parametro di

accoppiamento nel limite di “piccoli” valori di ¢ e w. Con l'ausilio del calco-



lo numerico si analizzera poi il differente comportamento dello spettro delle
eccitazioni collettive nei due regimi opposti di accoppiamento, evidenziando
come anche in questo caso tale cambiamento avvenga in una ristretta regione
di valori intorno a k&pqir = 1.

Nel Capitolo 4 ci occuperemo dello studio della funzione di vertice per un
particolare valore del momento del centro di massa di una coppia (momento
nullo) per indagare sulla possibile esistenza di quasi-risonanze, le quali forni-
rebbero un’interpretazione riguardo ’esistenza di una struttura nella densita
degli stati.

Nel Capitolo 5, utilizzando i risultati ottenuti nei capitoli precedenti, ri-
volgeremo la nostra attenzione allo studio di alcune grandezze fisiche e in
particolare della densita degli stati di particella singola includendo le flut-
tuazioni oltre I'approssimazione di campo medio, le quali risultano, come gia
evidenziato, particolarmente importanti nel regime di accoppiamento inter-
medio. Mostreremo risultati espliciti nel limite BE, dove le equazioni possono
essere considerevolmente semplificate.

Infine, nel Capitolo 6, trarremo le nostre Conclusioni elencando i problemi
lasciati aperti e indicando i possibili sviluppi.

Una breve esposizione delle funzioni speciali della fisica-matematica, qui
utilizzate per esprimere le grandezze fisiche di interesse, ¢ data nell’Appendice
A allo scopo di una consultazione rapida.

L’Appendice B mostra invece come sia possibile calcolare analiticamente,
per ogni valore del parametro d’accoppiamento, la lunghezza di coerenza
di fase a temperatura zero, la quale ¢ associata alle variazioni spaziali del

parametro d’ordine.
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Capitolo 2

Quantita fisiche in
approssimazione di campo
medio

Lo scopo di questo capitolo ¢ di descrivere I’evoluzione delle grandezze
fisiche in approssimazione di campo medio nel limite di temperatura zero al
variare della variabile adimensionale k.. Si mostrera come sia possibile
ottenere espressioni analitiche anche nella regione di passaggio da accop-
piamento debole ad accoppiamento forte, purché il potenziale attrattivo tra
fermioni abbia una forma “di contatto” particolarmente semplice.

La prima parte del capitolo ¢ dedicata ad una concisa esposizione dei
metodi dell'integrazione funzionale e all’espansione a “loop” associata. In
questa parte introduttiva si segue strettamente l’esposizione elaborata da
Pistolesi e Strinati [13].
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2.1 Rappresentazione della funzione di par-
tizione di un sistema di fermioni tramite
un integrale funzionale

I metodi dell’integrazione funzionale fecero la loro prima comparsa nel-
la fisica teorica nel 1948, quando R.P. Feynman propose una formulazione
alternativa della meccanica quantistica.

Mentre in meccanica classica, assegnata una Lagrangiana e specificati
i punti iniziale e finale dello spazio-tempo, esiste un unico cammino corri-
spondente al moto reale della particella (il cammino che minimizza ’azione,
secondo il principio di Hamilton), in meccanica quantistica tutti i possibili
cammini giocano un ruolo. Feynman riusci a tradurre questo concetto in una
rigorosa formulazione matematica (gli integrali di cammino). Il suo approccio
si rivelo col tempo molto fecondo e condusse allo sviluppo dell’elettrodinami-
ca quantistica. L’integrazione funzionale (si veda, per esempio, [1], [2] e [3])
rappresenta oggi uno dei metodi piu potenti e flessibili della fisica teorica.
In fisica statistica 'applicazione degli integrali funzionali e particolarmente
utile nello studio dei modi collettivi. L’idea principale e di sostituire le va-
riabili iniziali con nuove variabili che descrivano i gradi di liberta “collettivi”
del sistema. Inoltre, I'integrazione funzionale permette di riottenere le usuali
tecniche diagrammatiche.

Gli stessi risultati possono essere ottenuti ovviamente anche con i piu tra-
dizionali metodi diagrammatici. Per lo studio dell’evoluzione dalla supercon-
duttivita BCS alla condensazione di Bose-Einstein recentemente Haussmann
[10] ha proposto un insieme di equazioni autoconsistenti utilizzando uno sche-
ma di approssimazione noto come metodo di Brueckner-Hartree-Fock in fisica
nucleare.

Le equazioni qui riportate, derivate attraverso i metodi dell’integrazione
funzionale, non sono autoconsistenti. Haussmann ha comunque dimostrato
che 'autoconsistenza delle equazioni ¢ essenziale soltanto nella regione inter-
media fra accoppiamento debole e forte, a causa di complicati processi fisici
(come il decadimento di una coppia in due fermioni liberi e la ricombinazione

di fermioni liberi in coppie).
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Consideriamo un sistema di fermioni interagenti (di spin 1/2) alla tempe-
ratura assoluta 7' contenuti in una scatola cubica di volume 2. Utilizzando un
sistema di unita di misura in cui & = 1 (h costante di Planck razionalizzata),

kg =1 (kp costante di Boltzmann) il funzionale azione si scrive:

S = /dr / dx(Z% Dy (x)) (2.1)

in cui la densita di hamiltoniana ¢

Z wc’ < + N) Yo(z) +
+; / dyu(x =) X Vo ()00 )V ()t () - (2.2)

Le funzioni ¢(x) [x = (x,7)] sono elementi di un’algebra di Grassmann
infinito-dimensionale, 7 ¢ il tempo immaginario (7 € [0,3],3 =T"!), x € Q,
o ¢ l'indice di spin, m ¢ la massa dei fermioni, p e il potenziale chimico e
u(x —y) € un potenziale di interazione a due corpi indipendente da 7 (si
trascurano in questo modo effetti di ritardo).

Utilizzando le rappresentazioni di Fourier spaziali per le 1, (z) , ¥, (z) e

per il potenziale u(x)

1 ik-x
Vo (X,T) = ﬁ zk:e co(k,7) (2.3)

Do(x,7) = \/15 e ) (2.4)
u(x>_é§kjeik~xv(k) | (2.5)

il funzionale azione diventa:

S = / dr ( (k7)o (k, 7) + H(r )) (2.6)
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= Y (ke ) + & 3 vk~ K)

k,o q,k,k’

<ey(k+ 5, 7)e (<k+ 5 el (<K + S e (K +5.7) L (27)

2

k2
§k = %—M : (2.8)

Nell’hamiltoniana (2.7) si ¢ trascurato il termine di interazione tra parti-
celle con spin uguale (cio corrisponde a considerare uno stato di singoletto di
spin come nella teoria BCS). Inoltre, per i calcoli successivi, verra utilizzato
un potenziale “di contatto” che rendera possibile effettuare analiticamente i

calcoli nell’approssimazione di campo medio:
ux—y)=VQokx-y) ,

vk—K)=VQ (V<0) . (2.9)

A questo punto si possono introdurre variabili “collettive” attraverso la se-

guente trasformazione di Hubbard-Stratonovich [13]:

exp{ VZch+ )i(—k+g,7)

k.k’ 2

n I q
(K + 3 ey (K + 2m>}=

= _7r1V /db*(q, 7)db(q, T) exp {éb*(q, 7)b(q,7)

7)Y & k+—r (k+(2l T)

T)ZCL(_k—Fg,T)CT(k‘{’(leT)} : (2.10)

Per ottenere risultati fisicamente corretti ¢ necessario imporre alle variabili

di Grassmann c(k, 7), ¢(k, 7) le condizioni di antiperiodicité nella variabile 7
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c(k, B) = —c(k,0), (2.11)
ek, B) = —c(k,0), (2.12)

mentre per il campo di Hubbard-Stratonovich b(q, 7) si deve avere

b(q, B) = b(q,0). (2.13)

Le rappresentazioni di Fourier temporali per ¢, ¢ e b sono allora date da

Z e (k, w,) (2.14)

C Zezw (k, w,) (2.15)
ba,7) =5 ; e 7b(q,w, ) (2.16)

in cui
W = 2(25 +1) (s intero) (2.17)

sono le frequenze di Matsubara fermioniche e

2
wl,zgy (v intero) (2.18)

sono le frequenze di Matsubara bosoniche.

Utilizzando le rappresentazioni di Fourier sopra scritte 1’azione diventa

= Z ( Wy —|—§k)co.(k u)s)CU k ws Z |b q, WV

k,ws,o q Wy

1
—*Z Z b(q,ws—i—wS/)ET(k—i——,ws)éi(—k+—,ws/)
3£ 2 2

,q WsWgr
——Z > b (qws + wy ey (— k—i—%,ws)cT(k—i—%,wsx) : (2.19)
kq 5,Wg

’

Se si esegue a questo punto il cambiamento di variabili
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xi1(k) =¢ (k) , xao(k) =c (—k) (2.20)

con k = (k,wy), il funzionale azione puo essere riscritto nella seguente forma

matriciale:

S = —ﬂlv Xq: bv*(q)b(q)

+ X (b ) Mk {90 ) 221)

k&'

in cui g =(q,w,) e

N 6(]{?)5]{7]{/ %b*(k — k,)
con
e(k) =iws — & . (2.23)
La funzione di partizione ¢ data quindi dall’integrale funzionale
Z = / DYDYDb*Dbexp(—S'). (2.24)

A questo punto si possono integrare le variabili fermioniche, ottenendo

Z = /'Db*DbeXp(—Seff) (2.25)

in cui 'azione efficace, punto di partenza per lo studio delle eccitazioni

elementari del sistema, ¢ data da

Seff = _/BIV > b*(q)b(g) — trlog M. (2.26)

Poiché 'azione efficace S.;s dipende da un insieme infinito di termini di
interazione (b*",n pari,n > 2), ¢ necesssario operare qualche tipo di appros-
simazione. Un modo sistematico di approssimare 'azione efficace ¢ quello
di utilizzare I'espansione a “loop” (in cui “loop” & sinonimo di integrazio-

ne sui momenti interni dei diagrammi di Feynman associati alla teoria). In
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pratica nel presente contesto si divide la S.;; per un parametro formale

A(0 < A < 1), si sviluppa in serie di potenze di A fino all’ordine desiderato,

e alla fine dei calcoli si pone A = 1.

Al di sotto di una certa temperatura critica T, il sistema condensa e

I’azione efficace puo essere espansa in termini delle fluttuazioni B(q) attorno

al valore condensato Ag, ponendo

b(q) = B (20840 + VA b(g))

Sostituendo la (2.27) nella (2.22) si ottiene

M, (k, k') = Mo (k, k') + VA M (k, k')

n cul

Utilizzando la (2.28), la (2.26) si scrive quindi nella forma

Serf _ 1o | @ 3)
= = 6ff+Seff+\/XSCff+

A A
dove:
0 _ AF 2 BB
Serr =08 —— = 2> log(1+e )+ (& — Ek)
Vo B K
con

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)



con

ca-(i 2) e

Alg) =~ = X GolWGola — ) (2.30
k

B(q) =Y Folk)Folg — k) (2.37)

Gulf) = M5 (s =~ E (2.35)

s = X {5AMFda B Fe - HF @) (- @ - o)

q1,92,k 3

aFoR)Folar — K)ol — H(—a)b(aa)bor — @)
— Go(k)Go(q1 — k) Folga — k)" (91)b(q2)b(q1 — o)
— Go(k)Folqr — k)Golqa — k)b*(q1)b* (g2 — %)E(%)} (2.40)

In queste espressioni Gy(k) e Fo(k) sono le funzioni di Gorkov rispettivamen-
te normale e anomala, e I'(¢) ¢ la funzione di vertice (la quale nella fase a
simmetria spontaneamente rotta ha componenti normali e anomale) e rap-
presenta un’ ampiezza di scattering generalizzata. Infine, i termini lineari nei
campi b* e b nella (2.31) si annullano in seguito alla richiesta di stazionarieta

dell’azione efficace:

8S€ff
=0. 241

Tale richiesta conduce immediatamente all’equazione per il gap di energia

Ay = _‘6/ > Folk) . (2.42)
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Occorre puntualizzare che, utilizzando un potenziale di contatto, alcune
delle espressioni sopra riportate presentano una divergenza nell ultraviolet-
to. Questa, tuttavia, puo essere facilmente regolarizzata sostituendo la lun-
ghezza di diffusione a, al posto dell’intensita V' dell’interazione attraverso la

relazione

m 1 1 m
e av taXie (243)

2.2 Espansione in “loop”

Se si desidera studiare le quantita fisiche includendo le fluttuazioni oltre
I’approssimazione di campo medio, € necessario scrivere le funzioni di Green
fermioniche di particella singola all’ordine A\ (approssimazione a un “loop”).

Tali funzioni sono date da

< My (K, B )i > 505 (2.44)

dove approssimiamo

M} = (Mo‘l)aﬁ —V (Mo‘lMlM()‘l)aﬁ

+ (Mg My My My M) L0 () (2.45)
in cui gli indici o e § indicano in modo abbreviato (k, k'), e si utilizza la
notazione

- [ DFDY f(5,5) e 5
< f(b",0) >5,,,0= ’ T, (2.46)

[ Dy*Db e~
Sviluppando la (2.44) fino all’ordine A si ottiene (tenendo in conto la (2.31)):

< MMk K )i >, 0= Ok My ()i
+A < [My MMy M MY, >

A < [My MM i, S >g) +O(N?) . (2.47)
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Tramite il teorema di Wick si possono calcolare i termini di ordine A nell’e-

quazione (2.47). In questo modo si ottiene:

G = GorAGoRGo 0N (2.48)
dove - -
©- ( F(k) —G(—k) ) (2.49)
_( Go(k)  Fo(k)
o~ ( Fo(k) —=Go(—k) ) (2.50)
= Ell(k) E12(/4:)
= ( Vo1 (k) Baa(k) ) (2.51)

(k) = =Saa(—k) = = > Golg — k)Tulg) (2.52)

Sia(k) = Ba1(k) = =A1 + > Folg — k)Tai(q) - (2.53)

Si noti che Ay ¢ lo spostamento all’ordine A del parametro d’ordine associato
alla fase a simmetria rotta. Esso sara determinato esplicitamente tra breve.
Dalle (2.48) si possono ottenere le grandezze fisiche a particella singola di

interesse. In particolare la densita di particelle all’'ordine A ¢ data da

2 )
ny = B—sz:e“’s"g(k) (2.54)

conn— 0" e

G(k) = Go(k) + X [Go (k)11 (Kk)Go (k)
—Fo(k)X11(—k)Fo(k) + 2Go(k)E12(k) Fo (k)] (2.55)

Il parametro d’ordine puo essere scritto come
Vv
A= 3 S F(k) = Ao+ Ay (2.56)
k
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dove

F(k) = Fo(k) + X [Go(k) X1 (k) Fo(k)

+Go(=k)X11(=k)Fo(k) + Fo(k)X12(k) Fo(k)
)

—Go(k)X12(k)Go(—K)] - (2.57)
Ag e dato dalla (2.42) mentre A; puo essere ottenuto come
h
N ORI 0) (2.58)
h= - Z{ (=) = Fo(k) Fo(k)]
XY Folg — k)Ia(q)
F2F(K)Go(K) " Gola k>rn<q>} | (259)

Infine, la densita degli stati di particella singola (per componente di spin)
all’ordine A e data da

N(w) = Z%G (k,w) (2.60)

1
T Q
in cui G(k,w) ¢ ottenuta dalla (2.55) per mezzo della sostituzione iw; —

w +in.

2.3 Risultati analitici per le grandezze fisiche
in campo medio

Lo scopo di questo paragrafo ¢ quello di fornire le espressioni analitiche
delle grandezze fisiche a livello di campo medio nel limite di temperatura
zero, per tutti i valori della variabile adimensionale k¢§,q;-. Per raggiungere

tale scopo si utilizzano funzioni speciali ben note della fisica-matematica,
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ovvero gli integrali ellittici di prima e seconda specie nella forma normale di
Legendre.
Innanzitutto riscriviamo le funzioni di Gorkov (2.38) e (2.39) utilizzando

la. decomposizione in frazioni semplici:

Go() = — s Ui (2.61)
O s — By | dw,+ B '
Folk) ( L L ) (2.62)
= — UV — )
0 Kk iws—Ek iws—i-Ek
n cul
1 §k
2 (142> 2.63
Ui = 5 ( + Ek) (2.63)
1 €k
21— 2.64
Uk 9 ( Ek) ( )
sono i coefficienti della funzione d’onda BCS
1D >= 1;[ (e + vieclyel o ) 0> (2.65)

Nel seguito sara utilizzato il seguente risultato per la somma sulle frequenze

di Matsubara fermioniche [5]

lim — > - = f(x) (2.66)

n cul

fl@) =75 ] (2.67)

e la funzione di distribuzione di Fermi.
Le equazioni per il parametro d’ordine A, (2.42) e per la densita di par-

(0)
f

ticelle n}’ (si confronti la (2.54) con Gy al posto di G) si scrivono pertanto

nella forma:
1 1 3
——:E ——tanh | = F 2.
v Laop ™ (2 k) ! (2.68)
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O_ 25,2, 2y & ¢p 5
ny sz:vk—Fsz:Ekf( K)o (2.69)

le quali, nel limite di temperatura zero (3 — o0 ), si riducono a

m 1 1 m
— = — — - — 2.70
471'(15 Q K <2Ek k2) ’ ( )
0 _ 2 5
ny’ = Qka : (2.71)
k

Si noti come nella (2.70) si sia regolarizzata la divergenza nell’ultravioletto
introducendo la lunghezza di diffusione as per mezzo della (2.43).

Le due equazioni (2.70) e (2.71) sono accoppiate. Fissati quindi i valori
della lunghezza di diffusione a, e della densita di particelle, si possono ottene-

re i valori corrispondenti del parametro d’ordine Ag e del potenziale chimico

Ho-
Introducendo la variabile adimensionale
% = il
Qon
e ponendo per definizione
-}
0 — AO )
& = il; =2’ -z
Ey
E,=—=&8+1 ,

le (2.70) e (2.71) si scrivono rispettivamente nella forma:

1 2 1
Ta = (2mAg)? Ju(wo) (2.72)
3
n{) = 53 (2m&0)? Ji(0) (2.73)
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in cui abbiamo posto

Ji(xg) = OOO dzz? (1 — l%) : (2.74)
Ta(wo) = /0 ” daa? (E1 - ;2) . (2.75)

Indicando inoltre con ,
B eea)t

 2m 2m
I'energia di Fermi per un sistema di fermioni non interagenti, la (2.73) puo

€f

essere riscritta nella forma

A 2
== , (2.76)

1843

mentre la (2.72) diventa

1 2 V2

kpas gk

Ji . (2.77)

Si noti come il secondo membro delle due ultime equazioni dipenda sol-
tanto dal parametro adimensionale xy. Se si inverte la (2.77) ottenendo x
in funzione di 1/(ksas), si puo quindi esprimere il parametro d’ordine Ag e
il potenziale chimico f in funzione della variabile adimensionale 1/(kfas).
Per i motivi gia spiegati nell’Introduzione, e preferibile tuttavia esprimere le
grandezze fisiche in funzione di k&par-

A tale scopo calcoliamo la lunghezza di coerenza &, definita da

< Ol on >

La— 2.78
épam‘ < ¢k|¢k > ( )
in cul
Ay
O = E
rappresenta la “funzione d’onda di coppia”. Dalla (2.78) si ottiene
0o g7 kAL
Y, o |2 1 o dk
: _ LVt 1 o T (2.79)

£ air T ~— L |12 9 roo
T e [k
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I due integrali che compaiono al secondo membro della (2.79) possono essere

espressi nella forma:

et (2mAg)3

[ 6“= ) () (2.80)
0

2 2mA0)%

/ dk ) (2.81)
in cui abbiamo posto
00 £2 T o+ 2]

Jo(zg) = / dpgtse = T 00 2.82
o) = fde EY 16, /3241 (282)

o0 .1'2 n
(o) z/o Ao =501 (2.83)

1
= 3 (\/$(2) +1+ x0> : (2.84)

La (2.79) allora si scrive

1 1+af
Epair = (2.85)
T AmAo | fa2 41
ovvero, moltiplicando ambo i membri per k:J% e utilizzando la (2.76),
V18 1 1
0 (o) (2.86)

k3 = — 1

pawr 4 /.,L.(Q) + 1

Restano da valutare gli integrali J;(zo) e J4(xp), 1 quali sono cassificati

in letteratura come integrali ellittici (si consulti I’Appendice A per la loro

definizione e per le loro principali proprieta). A tale scopo introduciamo i

due integrali ausiliari

5(o) / dx 2* E3 : (2.87)
Jg(xo)z/o dxx2§$3 : (2.88)
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ed esprimiamo le grandezze fisiche di interesse (ovvero, il parametro d’ordine
Ay, il potenziale chimico pg, I’ energia dello stato legato per il problema a
due corpi nel vuoto ¢y, la velocita del suono s, la lunghezza di coerenza di
fase Eppase, ete.) in funzione di J5(zg) e Jo(xo).

Tali integrali ausiliari possono essere ricondotti alla forma normale di

Legendre, scrivendo

e T 1 m
L1/ To

1
Joltg) = ——— F (gk) , (2.90)
22t +1

in cui F (g, k) e B (g, k) sono integrali ellittici di prima e seconda specie

nella forma normale di Legendre, e il modulo k£ e dato da

I (1 + mo) . (2.91)

2\ T m

Integrando per parti si puo esprimere Ji(xg) dato dalla (2.74) come com-

binazione lineare di J5 e di Jg:

(J6 + xod5) (2.92)

Wl Do

Jl (Io) =

analogamente si ottiene per Jy(xo) dato dalla (2.75)

J4(.Z’0> =2 <IOJ6 - J5> . (293)

In definitiva si ottengono i seguenti risultati rispettivamente per le (2.86),
(2.77) e (2.76):

1 1+ i 1
kfgpair == 72 42_|—i (fIJOJES + J6>3 ) (294)
o
1 4 5L'0J6 - J5

=, (2.95)



Figura 2.1: Potenziale chimico pg in funzione di k4 ottenuto con i metodi
analitici proposti in questa tesi

ﬁ = % , (2.96)
6f ($0J5 -+ J6)3
Ho _ o0 T (2.97)

wlro

0
€f €f (o Js5 + Js)
Ricordiamo inoltre che I'energia dello stato legato ¢y per il problema a

due corpi nel vuoto e definita dalla relazione

1 1 1
:_fE:i 2.98
Qv 0 - %2—1-60 ) ( )

la quale per la (2.43) diventa

m 1 m 1
-a ; <k2 - ) : (2.99)

2
4drag k; + €

II membro di destra della (2.99) puo essere valutato facilmente e fornisce il

risultato

m m

= —\/ M€y
dra,  4Ar

Questa relazione dimostra che lo stato legato esiste solo se

1
— >0
aS
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con

€=—> . (2.100)

Si ottiene cosi

2 32 (xods — J5)°
f_ =5 (@ods = J5) 5)2 , (2.101)
€f fa’s n <$0J5 + J6)3
che permette di esprimere €y/e; in funzione di kpq;, una volta invertita la
(2.94).

Calcoliamo infine la densita degli stati di particella singola (per com-

ponente di spin) a livello di campo medio. La funzione di Green ritar-
data Gy(k,w) di particella singola ¢ ottenuta dalla (2.61) per mezzo della
sostituzione iws — w + i1 con 7 infinitesimo positivo. Poiché

: 1 1 :

lim =P <> —imd(x) (2.102)

n—0 x 4 1n x

dove P denota il valore principale, la parte immaginaria della Go(k,w) e data

da

I Gok,w) = —mup 6w — Ey) — i 6(w + Ey) . (2.103)

La densita degli stati in approssimazione di campo medio si scrive per-
tanto nella forma
1

q Ek: (uk 6(w — Ex) + vf 0(w + Ex)) (2.104)

NO(w) =

dove si puo sostituire la somma sul vettore d’ onda k con un integrale. Per
procedere ulteriormente ¢ necessario trovare i valori del modulo k del vettore

d’onda che soddisfano le condizioni

u)—EkIO 5

W+EkIO
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A tale scopo definiamo il gap per le eccitazioni di particella singola,

corrispondente al minimo dell’energia delle quasiparticelle di Bogoliubov,

come

Eyop = mkin By

(2.105)

Si trova che il gap di energia coincide con il parametro d’ordine A finché il

potenziale chimico j ¢ positivo (essendo il minimo a k?/(2m) = pp), mentre

per o negativo, il minimo ¢ a k = 0 e il gap d’energia differisce dal parametro

d’ordine Ay. Riassumendo:

E

g

{AO se po > 0
ap —

Vg + A3 se g <0

Se poniamo per definizione

k= \/Qm,uo +2myJw? — A% |

ky = \/Zmpg —2my/w? — A% |
le soluzioni dell’equazione
w — Ek =0

sono le seguenti:

k1 se |w| > \/ud + A

k=9 kieks sepuy>0, w| > A, ’w’<\/ﬂ(2J+A(2)

nessuna se |w |< Eyqp

Utilizzando le proprieta della funzione ¢ di Dirac si ottiene inoltre

5w = Fi) = 0(0 — Eyop) ™ 2L 51 — 1)
ki (& |
E
() B(w — o) 0 (\/ug A2 w) " |£:2’ Sh—ky)
2 2
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E
S(w + Ey) = 0(—w — Egap);z ﬁ S(k — ki)

+0(410) O(—w — Ag) 0 (\/Mg + A2+ w) ZZ |§:Qy S(k—ky) ,  (2.108)

dove

1 sexz>0
9(&:)-{ 0 sex<0 (2.109)

¢ la funzione di Heaviside. Utilizzando le (2.107) e (2.108) e introducendo le

variabili adimensionali

Wo = 3

'

w _ Egap
gap — )
Ay

si ottiene finalmente



v] B
0ty (g fp=7.15)

Figura 2.2: Densita degli stati di particella singola in funzione dell’energia w
per k¢&pair = 7.15

n cul

ot

e la densita degli stati per proiezione di spin sulla superficie di Fermi nello
stato normale. Sostituita la (2.96) nella (2.110), ancora una volta si vede che
la densita degli stati, funzione di wy, dipende parametricamente soltanto da
xg, al quale e associato univovamente un determinato valore della variabile
adimensionale k¢&pqr.

Nelle Figure 2.2 — 2.4 riportiamo ’andamento della densita degli stati,
data dalla (2.110), per alcuni valori di k¢&pqr. Nel limite BCS (k¢&pair > 1)
la densita degli stati N(©(w) ¢ una funzione approssimativamente pari di w
nell’intorno dello zero dell’energia che corrisponde al valore del potenziale
chimico po per quel dato accoppiamento. Si noti anche la caratteristica
assenza di stati tra w = —Ay e w = +4, che indica la presenza di un gap
di energia nello spettro delle eccitazioni di particella singola. All’aumentare

dell’intensita dellinterazione attrattiva tra fermioni (ovvero al diminuire di
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]
I

N e}/,

[ 1 | I L
o 2 4
Wiy (1, Ep:h'-n'w}

Figura 2.3: Densita degli stati di particella singola in funzione dell’energia w

per k¢&pair = 0.77

Hi ) /M,

= -

TN TN T N T T T I T T Y Y T N B |
—-g20 -10 10 20

o
9/t (i Gu=0.13)

Figura 2.4: Densita degli stati di particella singola in funzione dell’energia w
per k¢&pair = 0.135
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k€ pair) s1 puo notare una sempre pitt marcata asimmetria nella densita degli
stati, che cambia drasticamente il suo carattere quando il potenziale chimico
diventa negativo (si veda la figura 2.4).

I risultati sopra esposti sono validi per un sistema tridimensionale. E
interessante riportare per confronto i risultati, gia noti analiticamente in
letteratura [7], per un sistema bidimensionale. Le uniche differenze sono
date dal fatto che, in 2D, non si definisce la lunghezza di diffusione a, ma
direttamente I'energia dello stato legato per il problema a due corpi nel vuoto
(che esiste per qualsiasi valore dell’intensita V' del potenziale attrattivo) e dal

fatto che, sempre in 2D, si ha

1 dk 1 oo
— > ... — .. = dkk ...
sz: —)/(27)2 27T/O

Le espressioni delle varie grandezze fisiche in funzione del parametro adimen-
sionale x( sono notevolmente piu semplici nel caso bidimensionale rispetto a

quello tridimensionale, e sono date nell’ordine da

1 x4+ 2 1
12¢2 ( 2 1) 0 2.111
ffpm 4 o + \/%T To + x% +1 g + arctan xg 7 ( )
A 2
20 £ (2.112)
€y 23+ 1+
2
Bo _ 2% (2.113)
€f 3+ 1+ xg

€0 \/x%—i-l—xo
— =21 (2.114)
€f Vad+ 1+ xo

NO () = 4@ { (“;01 + 1) 9 (wo - \/m>

™ wg —

_(W%H)@(_%_m)



_1_2:)09(% -1 (\/@ — wo) 0(zo)

wi — 1

_\/%9(_% ~1)0 (w/g;g +1+ w0> H(xo)} . (2.115)

Esaminiamo adesso per completezza i due limiti estremi di debole e forte
accoppiamento, ove le espressioni sopra riportate possono essere considerevol-
mente semplificate. Il limite BCS (di accoppiamento debole) & caratterizzato
dalla condizione V' — 0~ (ovvero 1/a; — —o0), la quale implica che il pa-
rametro d’ordine A, risulta molto minore del potenziale chimico py. Per
xo > 1, utilizzando le approssimazioni per gli integrali ellittici di prima e

seconda specie per k — 1 (si veda I’Appendice A), si ottiene

J(x0) = /T (2.116)

log 8x
2,/Zo
Inserendo le (2.116) e (2.117) nelle (2.94) — (2.97) si ottiene all’ordine domi-

nante per un sistema tridimensionale:

Jo(0) = (2.117)

1
K Epair ~ Vol (2.118)
1 2 8
Fa ~ —;log = (2.119)
Ao 1 1 1 .
o~ ~ — e (2.120)
€f Zo 2 kfgpazr e?
LA (2.121)
€f

Per un sistema bidimensionale nel limite BCS si ottengono invece i seguenti

risultati:

1
kfgpair ~ ﬁﬁo s (2122)
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TR g 2.123
ef  2a3 4 k3L, (2.123)
Ay 1 1 1
O — , (2.124)
€f \/_ kfép(ur
LS (2.125)
cf

Come si puo constatare nel limite BCS i risultati sono indipendenti dalla
dimensionalita del sistema. Inoltre, risulta k¢&yq:r > 1, ovvero la distanza
media dei fermioni che formano una coppia di Cooper e molto maggiore della
distanza media (1/ky) tra particelle.

Il limite di Bose-Einstein (di accoppiamento forte) ¢ invece caratterizzato
dalla condizione V' — oo (1/as — o0). In questo caso il potenziale chimico
1o diventa negativo e in modulo molto maggiore del parametro d’ordine.

Utilizzando le approssimazioni per gli integrali ellittici di prima e seconda

specie per k — 0 si ottiene:

T 1 15 1
J, N — 1——— 2.126
T 1 3 1
Jolmg) ~ — ——[1— — =] . 2.127
S Tl ( 1 xﬁ) 2120

6
Inserendo le (2.126) e (2.127) nelle (2.94) — (2.97) e (2.101) si ottiene (in 3D):

i pair A (3T)3270 |mo| T3 (2.128)
1 16\ - 1 1
~ oo E 2.129
kfas <3 ) | 0| \/_ kfgpazr 7 ( )
~ (2.130)
2
187 \ﬁ m
Ko sf | 7o) 1 1
— &~ -8 N — 2.131
€f 1872 2 k]% 2 ( )
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16 1
PP ( > ol (2.132)
Ef 371' f pazr
2/ 1 44/2
— =~ -1+ —=-1 k& pair . 2.133
60 + 8%0 + 3 ( fép ) ( )

Il limite di Bose-Einstein conduce invece ai risultati seguenti per il caso di

un sistema bidimensionale:

1 1
air N = 2.134
o 2v/2 |zo] ( )
€0 2 1
— & 8xp & , (2.135)
Ef k:]2” gair
V2
=0 & x| & ™ : (2.136)
pair
1 1
6‘; ~ —day i (2.137)
pair
2,u 1 262
—1 ~—1+4+2k o 2.138
€o +— 4$0 + ffpazr ( )

Si noti che nel limite di Bose-Einstein alcuni dei risultati precedenti dipen-
dono dalla dimensionalita del sistema. In questo regime abbiamo sostan-
zialmente un sistema di bosoni compositi debolmente interagenti tra loro
perché la separazione spaziale dei fermioni di una coppia € molto minore

della distanza media tra particelle.

36



Capitolo 3

Spettro delle eccitazioni
collettive

Questo capitolo e dedicato essenzialmente allo studio dello spettro del-
le eccitazioni collettive, come determinato dai poli della funzione di vertice
ritardata I'(q,w). Sistudiera analiticamente lo spettro nella regione dei “pic-
coli” ¢ (dove ¢ & il modulo della quantita di moto di una coppia) evidenziando
I’evoluzione della velocita del suono dal limite BCS al limte BE. Si analiz-
zeranno poi le proprieta dello spettro intorno a 24y nel limite BCS, dove
un’eccitazione decade in due quasiparticelle. Quindi si mostrera come la re-
lazione di dispersione si approssimi per “grandi” ¢ a quella di due fermioni
nel vuoto (nel limite BE). Infine si utilizzera il calcolo numerico per illustrare

il comportamento dello spettro per valori di ¢ “intermedi”.
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3.1 Studio dei poli della funzione di vertice
per “piccoli” ¢ e w: evoluzione della ve-

locita del suono dal limite BCS al limite
BE

La funzione di vertice si ottiene invertendo la (2.35):

_ 1 [ A(-q) —-Blq)
Mo = D(q) ( —-B(q) Alg) ) (3.1)
D(q) = A(q)A(—q) — B(q)? (3.2)

e le funzioni A(q) e B(q) sono date rispettivamente dalle (2.36) e (2.37). Lo
spettro delle eccitazioni collettive ¢ dato dai poli di I'(¢) dopo aver effettuato
la continuazione analitica iw, — w + .

Valutiamo innanzitutto la somma sulle frequenze di Matsubara fermioni-
che nelle (2.36) e (2.37) utilizzando le (2.61) e (2.62) e la (2.66):

Alg) = 522}51( (1 - 2f(E)

S { (1 - F(BJ - F(Be))

2,2 2,2
U w ViU
k“k— k“k—
X ( a q )

Ex + Bx_q —iw, Ex+ Ex_q+iw,

2,2 2,,2

URvE VUL
Ff(Bea) - £(B0) (5B et )b ey

Blg) = 55 wetnt_qe_q { (1= F(BS) - F(Erg)

k

1 1
X — + ;
(Ek + by g —w, Ex+ Ex_q+ Zwl,>

B~ (B0 (=g L)) e

— + 5
By — By q—iw, By — By q+iw,
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in cui nella (3.3) si ¢ utilizzata la (2.68).

Effettuando la continuazione analitica iw, — w+1n, considerando il limite
di temperatura zero in cui la funzione di distribuzione di Fermi si riduce a
f(z) = O(—x) e sostituendo la somma sul vettore d’onda k con un integrale,

le (3.3) e (3.4) si scrivono rispettivamente:

dk 1 uiul
Afa,w) = [ - a
() (2m)d <2Ek Ex+ Ex_q—w—in
- iclic—q (3.5)
Ek—i-Ek_q—l—w—i-in

dk
B(q7w) :/Wukvkukqvkq

1 1
X — + , (3.6)
Ex+Fx_q—w—1in Ex+ FEx_q+w+n

in cui d e la dimensionalita del sistema e il fattore (G2 e stato omesso per
comodita, dato che cio non influenza il calcolo dei poli della funzione di
vertice.

Effettuando il cambiamento di variabile k — k 4+ q/2 le (3.5) e (3.6) si

SCrivono
dk 1 u? u?
A - / — Y-
(4.0 = | 5y <2Ek E,+E_ —w—in
2,2
- V- (3.7)
EL+E_+w+in
dk
B(q,w) :/Wu+v+uv
1 1
3.8
X<E++E—w—i'r]+E++E+w+z'n> (38)
con

E.=FEys , BE_=E_

N]¥e}
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Ricordiamo che poli isolati nella funzione di vertice, corrispondenti a zeri della
D(q,w), sono associati a un modo collettivo, o stato legato, mentre un taglio
rappresenta invece il continuo degli stati di diffusione a due quasiparticelle.

L’inizio degli stati del continuo ¢ dato dalla relazione

24 se ¢ < qo
2
\/4A + 7_2/10) se ¢ = qo

qo = /8mp

[d’ora in avanti ¢ indichera non pit il quadrimomento bensi il modulo del

wy = mln (Ey+E-) { (3.9)

n cul

vettore q].
Il calcolo delle (3.7) e (3.8) per “piccoli” ¢ e w, ovvero per
2

w
T «1, 2«1,
2mwy wp

puo essere eseguito analiticamente con approssimazioni controllabili. Utiliz-

zando in modo sistematico i primi termini dello sviluppo in serie binomiale

-1 -1 -2
(1+x)a:1—|—a$—|—a(a2'):v2—l—a<a 3)'(04 )x3+... :

le (3.7) e (3.8) si scrivono al quarto ordine in ¢ e w:

dk AZ 28 — A2 ¢
A(q,m:/m)d{ 8 s ]

AE3 EX  32m
L BGAT+3AG (k-q)® 4G — 10GAT+ A ¢

Ef 32m? EY 29m?

_A0GRAG + 5680 ¢*(k- ) | 48GAG — 304G — 154 (k- q)f
E} 28m3 Eit 29m4

(- €k . 26 — A ¢ 56AF (k- q)’ o
iEB; T B, 32m | Bl 32m?

_2F A GG+ GAT @ 12GAG 54 (k-a)?)
16E} EY 2"m E} 27m?

€k 3 251( + A0 4
- 3.10
w6r” ~ eapp ¢ 10
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Blaw) = |
(@)= | Gryi 1B ~ B2 32m
2668 =3¢ (k- a)? 12605 —3A) ¢!

dk {Ag 3643 ¢

EY 32m? EY 29m?
105843 — 2568 ¢*(k - @) | 8GLA3 — 4062A8 + 1548 (k- @)
E) 28m3 EL 29m4
2 2 2 2A2 _ AL (Te. )2 A2
A B&AG ¢ 26,47 — 54 (k-q) w? 07w4 (3.11)
16E3  EL 2'm EY 27m? 6AE]

3.1.1 Caso bidimensionale

Esaminiamo il caso in cui d = 2. Passando in coordinate polari, integran-

do sulla variabile angolare e ponendo

_ Sk _ Mo

r = Zo
Ay Ay

le (3.10) e (3.11) si scrivono nella forma:

Alqw) =1 + L+ L+ Lw+ I ¢Pw
+]6w2+f7q2w2+18w3+19w4 (312)

B(qw) =1L+ Lo¢*+ Liq" + L1aw*

+]13 q2w2 + 114 w4 (313)
in cui
00 1 1

I, = m de— —— (3.14)

d J—zy 2 (22 +1)2

o 1 2% — 8x% +3
R N £ Y RS TR

A J—wy  16mAg \ (22 +1)2 (x2 4+ 1)z
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m [ 1 dr* — 1022 + 1
[3 = — dx 5 | — -
A J—zy  2"M2AR 2(x2 +1)2
~ (402° + 5x)(x90 + ) N 3 (482" —302° — 1511)(9(:0 + x)2> (3.16)
(x24+1)2 4 (22 +1)2
L="1"4q L@ (3.17)
_ — T — .
4 41 —xo 2A0 (1‘2 + 1)% 7
0 1 2% — 1 5
I5 = ﬂ X 2 < il 5 x(xo T {)) ) (318)
Am J—zy  16mAj (r2+1)2 (x2 4+ 1)2
m [ 1 22241
L_m LI 3.19
07 4r —xo < 8A3 (22 + 1)3) ( )
m oo 1 623 + x 122% 4+ 5) (29 + @
L=— [ dosg 3< . o )> . (320
41 Sz 2 mAO (xQ + 1)2 (xQ + 1)2
m [ 1 T
Iy = — dr | ——————= , 3.21
T < 8A} (w2+1)§> (3.21)
00 1 22241
=" I (3.22)
41 J - 32A5 (22 4+1)2
0 1 3 202 — 3
No=" [ dz (— G )G x)> . (3.23)
Am J—zy  16mA (22 +1)2 (22 +1)2
m [ 1 1222 — 3
I = — d
U g —xo x27m2A% (2(332 4 1)%
~ (102° — 2595)(350 + ) N 3 (82! — 4022 + 151)1(350 + x)2> e
(a? +1)2 1 (2 +1)>
m [ 1 1
Lo=2 " g0~ ) | 3.25
P dr ) <8Ag (22 + 1)§> (3:25)
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Ls="2 "4 +
= — €T —
B 4n —z0 ZGmAa (22 + 1)% (2% + 1)%

7 m [ d 1 1
= — x
U dr o \ 3248 (22 4 1)3

Definendo inoltre

a =201y — L)
b=2I,(Is — I5) — I?
c=13— I+ 20 (I3 — I)
d=2I,(I; — L) + 21,1g — 21,15 — 211115

65162_1122+211(19_[14)_2[418 s

I’equazione

D(q,w) =

puo essere espressa nella forma

a®> +bw? et +dPwt Fewt =0

la cui soluzione e data da

¢\’
wy(q)® = > ¢* + (m)

con
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1 ( 5z (222 — 5)(xo + )

).

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)



c ad a’e
=—16m* (- -+ -+ | . 3.37
L m (b R > (3:37)
Nel caso bidimensionale che stiamo trattando gli integrali I — I;4 sono

elementari. Si ottiene per essi:

m i
L= —22 ) | (3.38)
8m ( \/x%—i-l)

) — 417T241A0 <4x0 W) , (3.39)

I — Iy = —;w (2034 1+ 2my/ai+1) . (340)
L= _417T2Z)¢$glﬁ (3.41)

Is = —;24723 (4 + m> , (3.43)
R T
Iy = _41772:;8 o Jlr DT (3.45)

Iy — Ly — _1;77 16"23 (2 + Zg i i’;’?) , (3.46)

Lo = —417T241AO (21-0 + w> , (3.47)

Ly = ;2471% (2 m> (3.48)

Sostituendo le (3.38) — (3.48) nelle (3.28) — (3.32) si ha:
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m 1 5
Jaa 1
(47r24A0( / )(xO“L x°+>
b:
Jaa+1
1 1 2 8x —1—3950 2x0
= —— [ 82— 1 0
T Ty 96A3<x0 T 22 TR

(41‘0 —I—

4oy + 622 + 3)
(«f+ 1)

m? 1 21 220 n
(47)2 48A%

Utilizzando le (3.49) —

1 21‘0
2 + 3
Jzi4+1 o w1l (a5 +1)>

(3.53), si ottengono finalmente i seguenti risultati per

|

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

la velocita del suono s data dalla (3.36) e per il coefficiente v dato dalla

(3.37):

A
2_ =0 Va2 1)
S Qm(xo—i— xy +
4o + 1 —8xoy/2d + 1

6\/;16% + 1(\/:1:3 +1— )
Ricordando la (2.112), la (3.54) diventa semplicemente

€
R
ovvero
C
s = L
V2
dove
ky
cy = —
4 m

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)



¢ la velocita di Fermi. Per un sistema 2D la velocita del suono rimane quindi
costante al variare della variabile adimensionale £¢&,q;r. Per un sistema 3D
si otterra un risultato completamente diverso.
Analizziamo ora il comportamento del coefficiente vy nei due limiti estremi
di accoppiamento debole e forte. Nel limite BCS (k&4 > 1) si ottiene
8 2
5 (kypair)? (3.59)

Si noti come il fatto che 7 sia negativo in questo limite introduce un vet-

2
VR -1y R
370

tore d’onda di taglio caratteristico g. =~ 1/, oltre il quale la frequenza
caratteristica (3.35) diventa immaginaria. Cio sta a significare che la lun-
ghezza d’onda delle eccitazioni non puo essere piu piccola della dimensione
caratteristica di una coppia di Cooper.

Nel limite di Bose-Einstein (k&pq;r < 1) si ha invece

8
yrR1- 371;% ~1- 3 (kffpair)Q . (3.60)

Se si definiscono un potenziale chimico per i bosoni compositi

Hy = €9 + 2/JJ0 = 2€f s (361)
una massa bosonica
my =2m (3.62)
una densita bosonica
_n_ M
ny = 9 = 47T€f (363)

UO = — s (364)

allora si deduce facilmente che nel limite BE lo spettro delle eccitazioni

collettive dato dalla (3.35) assume la ben nota forma di Bogoliubov

U 2\?
w(g)? ~ 20 g2 ( d ) . (3.65)

my 2mb
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3.1.2 Caso tridimensionale

Esaminiamo ora il caso in cui d = 3. Passando in coordinate polari e
integrando sulle variabili angolari, le (3.10) e (3.11) si possono ancora scrivere
nella forma data rispettivamente dalle (3.12) e (3.13), dove peré in questo

caso i coefficienti sono dati dalle espressioni seguenti:

T AV

I = / Ak k220 3.66

! (2m)3 Jo E} (3.66)
T [ E? SEAZ+ AL 1 26 — A2

I = / dk k> [ —— 35kZ0 120 4 © Bk SERO) (367

27 @23l <8m El ' 8m B (3:67)
LT /oo e (K %ggAg—agﬁag_sAg
(2m)3 2Tm4 E}

LR A0GAB45GAL 1 48 — 108243+ A} .

3. 26m3 E} 27m2 El ’ '
ng’“ , (3.69)

T K2 OB56AZ 1 262 — A2

Is = / dk k2 0, ~ Sk S0) 3.70

° T @23 o <Q4m2 Ef T 8m Ep (3.70)
26% + A

71
—iE (3.71)
K2OAGAZ AL 1 66+ A2 (3:72)

32m? E? 32m  El S

Ek

k> 3.73

5 (3.73)
267 + A

74

C16E] (3.74)
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™ o0 k2 2€2A2 — A} 1 3§kA2
I :—/ dk k> [ — 35k=0 0 0 3.75
T @2n)3 Jo <8m E] sm  E} ’ (8.75)

/oo e ( kY SEIAL — BGAG + 3A]

2T mA Bl
k2 —1063A2 + 256, A4 1 1262A2 — 3A4
n €. o‘i)’ STAY) &k 0 0 ’ (3.76)
3-26m3 By 2"m? Ef
2
/ k- E,g , (3.77)
T e K2 O22A2 AL 1 Bg A2
Tia = 7/ dk ]{32 35k—0 370 0 '
B 2r)d o <32m2 E} 32m E] (378
dk i .
/ 16E7 (3.79)

Introduciamo ora le seguenti varlablh adimensionali [si confronti la sezione
2.3]

zg = L2 (3.80)

Ee=a’—x0 , E.=/&+1 (3.81)

e gli integrali ausiliari

(o) / dmm— (3.82)
6(z0) / dxﬁg’; (3.83)
(o) / d:v:c— (3.84)
o (o) / dxx2fi (3.85)



o) 52
Jo(x0) :/0 dx 22 2%

E3

Toeo) = [~ dea? e
10(1’0)— 0 T r E5
s 1

Ju(l’()) :/0 dl’lAﬁ

J12(z0) :/0 d:z:a:4§v7

Tleo) = [~ deat e
13(£E0)— 0 T T E7
oo 1

J14(z0) :/0 dxxGE
— ood Giﬂ%
Ji5(z0) = | drat oy

Allora le (3.66) — (3.79) si possono riscrivere nella forma

Il = 2m QmAO Ll

(27)?

T 1 /2m

AL
(2r)3 4\ A,

12:

1
26m2A3

™

(2

Njw

13 — ]11 = (2mA0) (Lg — LH)

3
2

B T (2m)
TS v v

T (2mAg)?
(2m)3  8mA3

T 1 /2m 3
Is = — - | — L
6 (27?)34 (Ao) 0

I =

Ls
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(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)



s 1 2m\ 2
Iy—Iy=————— (22} (Ly— L
oM T (20)3 8A2 <A0> (Lo = Lug)

dove

Ll = J5(f[70)

16
Ly = 2J10(xo) — Js(o) + §J13($o) + 2J11(20)

L3 — L11 = 16J15($0) — 12J14($0) — 20J12($0) — 2J9($0) + J7(SL’0)

Ly = Js(0)
10
L5 = §J12(1'0) -+ 2J9(.T0) — J7(.1'0)
L6 = 2J9<I0) + J7(l’0)
10

L7 — L13 = ?Jll(JTo) + 3J8(£L'0)

Lg = Jg(ﬂ?o)

50

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)



Ly — Ly = Jz7(x0)
4
LlO = §J13(1‘0) - 2J11(‘/E0) - SJS(xO)

Ly = J7(x0)
Si ottiene cosi che nel caso 3D la velocita del suono s ¢ data da
2 AO CL*
8m b*
ed il coefficiente 7 della relazione di dispersione (3.35) ¢ dato da
_}§+1a*d*+ia*2€*
C4br 8 b2 64 b

v

dove adesso

CL* = 2L1 (LQ — LlO)
* 1 2
b = §L1(L6 + Li2) + L}
¢ = L5 — L}y +2L(Ls — L)
d" = 2L1(L7 — L13> — L2L6 + 4L4L5 — L10L12

e =L2— L2 —4Ly(Ly — L) — 8L4Lg

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)

Passiamo a calcolare gli integrali dati dalle (3.82) — (3.92). I primi due

sono gia stati utilizzati nel Capitolo 2 e sono riconducibili alla forma normale

di Legendre per mezzo delle (2.89) e (2.90). I restanti integrali possono essere

espressi come combinazioni lineari di J5(zg) e Js(xg). Si ottiene:

5(70J5<1’0) —+ J6(l’0)
6(xg +1)

Jg(Io) =

o1

(3.122)



J7($0) = ;Jg)(.%o) + xgjg(l’o) (3123)

1

Jg(l’o) = §J5($0) — xojg(l’o) (3].24)
1 5 )
Jlo(ZL'[)) = —6$0J5(1’0) + 6J6(l'0) + 1’0J8($0) (3125)
JH(JJ()) = §x0J7(x0) + ;Jg(l’g) (3126)
3
Jm(l’o) = EJ7(ZE0) (3127)
1 1
J13($0) = gl‘oJ’y(l’o) + 5:]8(.1’0) (3128)
1 6
J14(ZL’0) = §J12(I0) + ?f@Jll(I'()) (3129)
1 1
J15(.T0) = ?Z’QJH($0) + §J12(330) . (3130)

Normalizzando la velocita s del suono rispetto alla velocita ¢y di Fermi e

utilizzando la (2.96), si ottiene

s2 1
07 = §€/$0J5($0) + JG(QT())
f

J5 ($0)
J5 (.2130)2 + Jﬁ (330)2

Sinoti come la (3.131) sia valida per tutti i valori della variabile adimensionale

(3.131)

k¢Epair- B quindi possibile seguire analiticamente 1'evoluzione della velocita
del suono e, pit in generale, dello spettro delle eccitazioni collettive, dal modo
di Anderson nel limite di accoppiamento debole al modo di Bogoliubov nel
limite di accoppiamento forte.

In particolare, nel limite BCS (k&4 > 1) si ottiene

(3.132)
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Figura 3.1: Velocita del suono s in funzione di k¢&pqir
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Figura 3.2: v in funzione di k¢&,qir
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“— (kbpair)® (3.133)

mentre nel limite Bose-Einstein (k¢&,q- < 1) si ottiene

S 1 2 \/§
— & 3 — ki&puir 3.134
C; ZW |x0‘ 3 fﬁp ( )

1 42
——~1— —Z(kbpuir)® . 3.135

[\

v 1

3.2 Decadimento di un’eccitazione collettiva
in due quasiparticelle

Il problema del decadimento di un’eccitazione in due quasiparticelle e
stato affrontato su basi generali da Pitaevskii [6]. Descriviamo brevemente
che cosa succede nel caso in cui lo spettro delle eccitazioni di una quasiparti-
cella sia dato da Ey = (/& + A2. Indichiamo con ¢. il valore critico per cui
wp(qe) = 2A¢. Se ¢ soddisfa le condizioni

g<q , =9« (3.136)

dc

e w si trova nella regione specificata dalle condizioni

2N —
W< 2y | QOTW <1 | (3.137)
0

allora il contributo principale nell'integrale delle (3.5) e (3.6) proviene dalla

regione dello spazio k per la quale

k| ~ ko = \/2mpug

lq — k| =~ ko

Lo spettro delle eccitazioni di quasiparticella pud allora essere approssimato

come segue:
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L o 2
By~ A — —(k—k . 3.138
k 0+mA0( 0) ( )

Inserendo la (3.138) nelle (3.5) e (3.6) e trascurando la dipendenza da k dei

fattori uy e vy, si perviene al risultato

C AO

A(q,w) x ! lo , 3.139
A
Blq,w) x —2 1 0 (3.140)

0g )
vV do — qc 2AO —w
dove ¢; e ¢o sono costanti e go = 2kg. La funzione di vertice (3.1) allora si

approssima a

-1
ai
I'ij(q,w) = a;; (q —qc— V40 — 4c logQAOw) (3.141)

a2

dove a;; , a1 e as sono altre costanti. I poli della (3.141) sono dati da
M) . (3.142)
qc — ¢

Si vede quindi che, per ¢ — ¢., wy(q) tende a 2Ag con un andamento esponen-

wp(q) = 2A¢ — agexp <—a1

ziale. Nel limite BCS si ¢ constatato con 'ausilio del calcolo numerico che,
nel caso tridimensionale, non ci sono modi collettivi per ¢ > q.. Inoltre si ha
ge X 1/&pqir € cio indica che la lunghezza d’onda di una data eccitazione non
puo essere piu piccola della separazione spaziale di una coppia di Cooper.
All’ aumentare dell’ accoppiamento g. aumenta e ¢o diminuisce: pertanto
da un certo valore di k¢, in poi il punto critico g. cessa di esistere e ci

sono eccitazioni per ogni valore di q.

3.3 Relazione di dispersione per “grandi” q

In particolare, se la lunghezza di diffusione a4 é positiva ed esiste lo sta-
to legato per il problema a due corpi nel vuoto, ¢ possibile calcolare ana-
liticamente la relazione di dispersione per “grandi” ¢. Infatti nell’ipotesi

che
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151 <q0 - \/M) (3.143)

do
si possono calcolare le (3.7) e (3.8) approssimando

ulu? ~ 1 (3.144)
v2v? &0 (3.145)
k2 q2
B4+ B ~& +6 =11 oy . (3.146)
m  4m
Le (3.7) e (3.8) pertanto diventano:
dk 1 1
Alq,w) ~ / — , 3.147
(@.%) (277)3<’;j+eo €++£—w—m> (3.147)
B(q,w) =0 | (3.148)
da cui si deduce che
e
wp(q) = — —2u—¢y . (3.149)

4m
Questa non e altro che la relazione di dispersione di due particelle nel vuoto

il cui momento totale € ¢ e la cui energia di legame ¢ €.

Per grandi valori di ¢ il numero di stati, nello spazio delle fasi, gia occupati
da altre particelle del mezzo, e trascurabile. Pertanto gli effetti del principio
di esclusione di Pauli, importanti per valori piccoli e intermedi di ¢ sono
adesso irrilevanti e il problema del calcolo della relazione di dispersione viene

ad essere, come si e visto, semplificato considerevolmente.

3.4 Analisi numerica dello spettro delle ecci-
tazioni collettive

Per valori di ¢ “intermedi” lo spettro delle eccitazioni collettive, identifi-
cato dal polo isolato della funzione di vertice, deve essere calcolato numeri-

camente.
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Figura 3.3: Spettro delle eccitazioni collettive per k;&pqair = 0.2
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Figura 3.4: Spettro delle eccitazioni collettive per k&pqir = 0.5
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Figura 3.5: Spettro delle eccitazioni collettive per k;&pqair = 0.9
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Figura 3.6: Spettro delle eccitazioni collettive per kf&pq.ir = 0.948
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Figura 3.7: Spettro delle eccitazioni collettive per k&puir = 2

Mostriamo I'andamento dello spettro delle eccitazioni collettive per alcuni
valori della variabile adimensionale k&, nelle Figure 3.3 — 3.7, dove wy(q)
¢ in unita Ag e il modulo del vettore d’onda q ¢ in unita v/2mA,. Si noti
come in Figura 3.7 'andandamento dello spettro sia inizialmente lineare per
poi assumere un andamento esponenziale fino ad un valore critico ¢., dove
I’eccitazione collettiva decade in due quasiparticelle. La curva tratteggiata
rappresenta infatti I'inizio degli stati del continuo a due quasiparticelle. Au-
mentando il valore del parametro di accoppiamento, k¢,q; diminuisce ed
inizia ad esistere lo stato legato per il problema a due corpi nel vuoto. In
Figura 3.5 si vede che lo spettro dello eccitazioni collettive (a tratto conti-
nuo) non incontra mai l'inizio degli stati del continuo (a tratteggio breve) e
tende per grandi valori di ¢ alla relazione di dispersione per due particelle
nel vuoto (a tratteggio lungo). Nel limite BE lo spettro (si veda la Figura
3.3) e sostanzialmente quello di Bogoliubov di un sistema di bosoni compositi
debolmente interagenti. Si noti come l'inizio degli stati del continuo si sposti

a energie sempre piud elevate.
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Capitolo 4

Studio della dipendenza da w
della funzione di vertice per
momento del centro di massa
nullo

Ricordiamo dalla teoria dello scattering che 'ampiezza di diffusione f(FE, 0),
funzione dell’energia E e dell’angolo di diffusione 6, ammette, quali singo-
larita sul foglio fisico della superficie di Riemann di v/E, un taglio lungo il
semiasse reale positivo e poli semplici sul semiasse reale negativo. Tali sin-
golarita dell’ampiezza di diffusione sul foglio fisico coincidono con lo spettro
dell’hamiltoniana del sistema di due particelle interagenti: gli stati legati
permessi dal potenziale sono poli di f(F,0) per E < 0, mentre gli stati del
continuo, che possono avere qualsiasi £ > 0, costituiscono il taglio di f(F,0).
Le risonanze sono invece poli sul foglio non fisico della superficie di Riemann
di VE: il loro effetto sulla sezione d’urto & tanto pid evidente quanto pid il
polo ¢é vicino al taglio sull’asse reale. Infine, gli stati virtuali sono poli sul
semiasse reale negativo del foglio non fisico.

Scopo del presente capitolo e la ricerca di quasirisonanze nella funzione
di vertice ritardata I'(q,w), la quale rappresenta un’ampiezza di diffusione
generalizzata per il problema di un sistema a molti corpi. Viste le diffi-
colta di calcolo, si studia qui la funzione di vertice soltanto per momento del

centro di massa |q| = 0. Il risultato, riguardo 'esistenza di quasirisonanze
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nella funzione di vertice, & negativo, sebbene bisogna puntualizzare che 1’
analisi qui riportata ¢ lungi dall’essere completa (perché potrebbero esistere
quasirisonanze per momenti del centro di massa g # 0).

Nonostante tutto, e stato rilevato un interessante comportamento per il
modulo quadro | D(0,w)|? del denominatore comune alla componente normale
e a quella anomala della funzione di vertice. Esso infatti mostra una struttu-
ra alquanto marcata per accoppiamenti intermedi (kf&pqir =~ 1), che svanisce
drasticamente sia nel limite BCS che nel limite Bose-Einstein. Sebbene non
possiamo stabilire niente di quantitativo sull’argomento, ¢ probabile che una
tale struttura influenzi profondamente alcune grandezze fisiche, le quali mo-
strerebbero cosi un comportamento peculiare soltanto se il superconduttore si
trovasse nella regione intermedia tra accoppiamento debole e accoppiamento

forte.
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4.1 Metodo di calcolo per la ricerca delle qua-
sirisonanze

La ricerca delle quasirisonanze nella funzione di vertice I'(q) consiste nel

risolvere I’equazione

D(q) =0 (4.1)

dopo aver effettuato la continuazione analitica iw, — w+in. Poniamo |q| = 0

e consideriamo la sola dipendenza da w nelle (3.5) e (3.6), le quali diventano

00 1 ud vl
Alw) = K, / dk k4! — k k 4.2
W) =K | B n—w—in twiin) P
oo A2 1 1
Bw) =K / dk k1 =0 4.3
(@) = Ka |, AE? Y —w—in 2B tw+in (43)
n cul
drs
(2m)K, = —
¢ +1)

¢ 1" area della superficie della sfera unitaria d-dimensionale [I' ¢ la funzione
di Eulero].

Le funzioni A(w) e B(w) sono funzioni complesse della variabile complessa
w = w, + iw;. Utilizzando la (2.102), la parte reale e la parte immaginaria

delle (4.2) e (4.3) sull’” asse reale si scrivono

A(w)—KP/OOdkkd‘l Lo wme (4.4)
n N d 0 QEk 2Ek—w 2Ek+w '

A(w) = —Ky /0 TRk (uh (2B — ) — vk 02E + W) (45)

= A2 1 1
Br(w) = K. / d-1 20 ( ) 4,
(W) =KaP | oAbk e \ S =0 T 3R 1w (4.6)
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00 - AQ
Bi(w) = Kdﬂ/o dk k* 14—/351% (6(2Ek —w) —6(2Ey + w)> . @

Notiamo che la parte reale di B € una funzione pari di w, mentre la parte

immaginaria di B e dispari. Riscriviamo inoltre le Ag(w) e Aj(w) come

Ap(w) = Apy(w) + Apa(w) (4.8)
Af(w) = Ap(w) + An(w) (4.9)
Arp(w) = ; (AR(I) (w) + AR(I)(—W)) ; (4.10)
Apma(w) = ; (A (@) = Arpy(—w)) (4.11)

Otteniamo in questo modo che D(w) con w = w, ha la parte reale data

da

Dp(w) = App(w)? — Br(w)? — Aga(w)?
—A1d<w)2 + B[(W)Q + A[p(w)2 (412)

e la parte immaginaria data da

Di(w) = 24py(w)Ara(w) — 2Br(w)Br(w) — 2Apa(w)Arp(w) . (4.13)

Ricordiamo dalla (3.9) che per |q| = 0 l'inizio del taglio associato agli

stati del continuo ¢ dato da

. o 240 se fig = 0 (4.14)
o T I AP = 2/ pud + A3 se <0 '

La ricerca di quasirisonanze va fatta passando dal foglio fisico della super-

ficie di Riemann al foglio non fisico, continuando analiticamente la funzione
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di vertice per w; < 0, attraverso il taglio (w, > wg). Siccome le funzioni A(w)
e B(w) sono calcolate sull” asse reale, ¢ necessario utilizzare qualche metodo
di approssimazione per indagare il loro comportamento sul foglio non fisico.
Un possibile metodo di approssimazione consiste nello sviluppare D(w) in
serie di w lungo I’asse immaginario a partire da w = w, (w, > w), ottenendo
>, (w;)™

D(w, +iw;) = >

n=0

Separando la parte reale da quella immaginaria e richiedendo che entrambe

L D)+ D] (@)

si annullino si perviene al sistema di due equazioni

Dg(w,) — w;Di(w,) — %wa%(w,n) + %w?D’I”(wr) +... =0
(4.16)
Di(wy) + w; Dy(wy) — %wi?D’I’(wr) — éw?D%(wT) +... =0

le cui soluzioni permettono quindi di ottenere I'energia della quasirisonanza
(parte reale di w) e il tempo di vita medio della medesima (inverso della parte
immaginaria di w) a partire dalla conoscenza della funzione D(w) sull’asse
reale delle w. 1l sistema di equazioni (4.16) & non lineare e la sua soluzione
numerica con metodi iterativi puo risultare particolarmente complessa se la
scelta iniziale della soluzione non ¢ prossima alla soluzione vera. Nell’ipotesi
che il tempo di vita medio della quasirisonanza sia sufficientemente “lungo”
( |wi] < wy), la soluzione del sistema (4.16) puo essere considerevolmente
semplificata trascurando i termini superiori al primo ordine in w;. Occorre
puntualizzare tuttavia che tale metodo di approssimazione non é applicabile
nell’intorno dei punti w, in cui la funzione D(w,) o le sue derivate ammettano
singolarita.

Analizziamo ora separatamente il caso bidimensionale, dove ¢ possibile
eseguire calcoli analitici, e il caso tridimensionale, dove e invece necessario

ricorrere al calcolo numerico.

4.2 Caso bidimensionale

Nel caso di un sistema 2D e conveniente passare alle seguenti variabili

adimensionali:
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r= 70 - QmAO — To ’
0 - 2A0 Y 0 AO 9
Ex
E,=—=v22+1 |,
A, T4+
1 T 1 x
2="(14 = 2-Z <1 - >
Yo = 9 ( * Ex> T E,
Le (4.4) — (4.7) allora diventano:
m 00 1 ul vl
A _ d - T o T
R(w()) 471'7) —x0 v (Ex EI — W Em + WO)

Ar(wg) = —% Y da (ui §(Ey —wy) —vidé(E, —i—w0)>

—x0

m 00 1 1 1
Ba(wy) = 2P [~ 4
r(wo) = 2P o 4E? <E o TE T w0>
m [ 1
Biwn) =5 [ do oy (5(Ex — o) — 8(Ey + w0)>
Y

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

Il calcolo delle parti immaginaririe di A e di B e elementare. 1l risultato e

m 1
B[(WO) = g

woy/wd — 1

A[d(wo) = (1 — 2&)3)B[(u}0)

A]p(wO):O
per 1 <wy<y/x3+1exy>0;

m 1
Bl(wo) =

16 oy /w? — 1
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A]d(wO) = (1 - 2&)3)8[(0)0) (429)

m
App(wo) = 3 (4.30)
per wo > /23 + 1.
Le (4.23) e (4.21) possono essere invece riscritte nella forma
m o0 1 1
B = _ P d 4.31
r(wo) = oo VPRl 41— (431)
Agp(wo) = (1 — 2w) Br(wo) (4.32)
Apalwo) = —2p [T ar 2 2o (4.33)
fal =0 87 Jay Vi la?+1-—uwp

Anche questi integrali sono elementari. I risultati per wy > 1 sono i seguenti:

_m 1 WO—\/W?)_l
Br(wo) = 8T Quwoy/w? — 1 (bg wo +Jwi — 1
xowo—\/x3+1\/w§—1
x0w0+\/m3+1\/w8—1

wo + /23 + 1
Cdo-y/l’%"‘l

A questo punto abbiamo a disposizione tutti gli elementi necessari per scri-

+ log

) (4.34)

(4.35)

m
ARd(u)(]) = _8771' log

vere la parte reale e la parte immaginaria di D(wp). Se si vuole utilizzare
una forma particolarmente compatta per D(wg) & conveniente introdurre le

notazioni seguenti:

1 1-— W1 1 — W

=1 4.36

f(w(]> 2 08 ‘ 1 +w1 T +u)1 ( )
1 wo + /23 +1

g(wp) = §log (4.37)
Wy — \/513'(2) +1
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Vwd —1 T
, No=

W=, = e
wo Vg +1

Cosi facendo le (4.12) e (4.13) si scrivono:

m
21

N2 flwo)? — glwo)? — 72 sel <wy<y/zd+1

DR(WO):TO exg >0,

fwo)? — glwy)? se wy > /12 +1,

N2 27 f (wo) se l <wp<Jad+1

D[(Cdo)zi 81‘020,

! 7[f(wo) — g(wo)] sewo > \Jzd+ 1.

Per le derivate otteniamo invece:

2

Dip(en) = 52 (2fw0)0) = 2g(n)/ (o))

Diglaon) = "8 (2 (0)? + 27 (w0) f"(w0)

—2¢'(wo)* — 29(010)9”(@0))

27 f'(wo) se l <wg<y/zd+1

N2
Dl (wy) = =2 exy >0,

7[f'(wo) — ¢'(wo)] se wo > /2d + 1,

A2 21 " (wo) se l <wp<y/zd+1

D/I/(WO):TO exy >0,
7[f" (wo) — ¢"(wo)] se wg > y/ad +1,

n cul

F(wo) = b (1 i B \/:1:(2)4—1)

2 2
wg — 1 T+ 1 —wg
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(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)



(W —1)2 3+ 1—wd
2 zor/xd + 1
e e el (4.46)
Jwz — 1 (25 +1 —wp)
2
, x5+ 1
=y 4.47
g (WO) x% +1— wg ( )
2
" x5+ 1
=2 4.48
g (wo) = 2wy (23 +1—wd)? (4.48)
Riscriviamo a questo punto la (4.16) al secondo ordine w;
DR —WZDII - %LUED}/{ =0
(4.49)

! 1, 2
D1+wiDR—§wiD[ =0
Notiamo che, assegnato un valore di w,, la prima equazione ammette al
massimo due soluzioni (wj , wye), e la seconda equazione altre due soluzioni
(wis , wia). Affinché il sistema abbia soluzione univoca deve essere soddisfatta

almeno una delle seguenti condizioni:

Wil = w3, Wil = Wi,

Wiz = Wiz, Wi2 = Wiy

Si e riscontrato che il sistema non ammette soluzioni accettabili. Infatti,
le soluzioni che sono state trovate non soddisfano la condizione |w;| < |w,|;
inoltre, tali soluzioni si trovano nell’” intorno di w, = 21/ué + A3 dove la fun-
zione D(w,) e le sue derivate ammettono singolarita e pertanto lo sviluppo in
serie di Taylor non ¢ applicabile. Si e peraltro rilevato che, mentre la parte
reale di D (approssimata dal membro a sinistra della prima equazione del
sistema (4.49)) ammette zeri sul foglio non fisico della superficie di Riemann,
la parte immaginaria di D (approssimata dal membro a sinistra della seconda
equazione del sistema (4.49)) rimane costantemente negativa ed ¢ general-
mente decrescente lungo la curva degli zeri della D(w, + iw;) con w; < 0.

Questo comportamento ¢ valido in generale per ogni valore di k&pqir-
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4.3 Caso tridimensionale

Nel caso tridimensionale risulta conveniente scegliere il seguente insieme

di variabili adimensionali [si veda il paragrafo 2.3]:

9 k? Lo w
= — wo =

Posto No = mk;/(27?) si ottengono i seguenti risultati:

Br(wo) = 5[ 22 P [ S
() 2\ ¢ P 0 do E.(E? —W})

App(wo) = (1 — 2wg) Br(wo)

/AO gz
ARd<wO) = _NO WO 7)/ d.T.fL' m

Bi(wg) = No\/i/ de 2’ — ( (E, —wo) — 6(E, + w0)>

A[d(wO) = (1 — 2&)3)8[(0)0)

A
Apylen) = =5 N, Ef‘)/ dz 5(E, —w0)+(5(Ex+w0)>

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Le parti immaginarie delle funzioni A(wy) e B(wp) possono essere calcolate

analiticamente. Si ottiene:
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B ( ) 7TNO AO 1
wo) = —
e 8 €f woy/wd — 1

Ty — 2—1+\/x0+\/w8—1
y sel <wy</xd+1lexyg>0,

To + wy
sewp > /13 +1,

(wo) = (1 — 2w) Br(wo)

-
i

.

—\/950— w§—1+\/xo+\/w8—1
y sel <wy<fad+1lexy>0,

2
sewp > Jrd+ 1.

i 1

To + \/Wh

Posto
o0 |
VEP/ d —
! 0 xﬂ—x% E,
oo x? 1
v 573/ de—t
? 0 xxg—x% E,
in cui

2 /
1‘1:.1'0+ wg_l
2 / 2

.7;2:,170— Wo_l 5

le (4.53) — (4.55) possono essere riscritte nella forma
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(4.60)
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(4.62)

(4.63)

(4.64)
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— (B-W) (4.66)

No Ao
€f 2\ /wi —1
IAO 1—2w0

ARp CUO e/ 2\/w7_1 (467)

ARd(wo) = —ZEWO(% + Vi) . (468)

Utilizzando le espressioni appena ricavate per A(wg) e B(wp), si pud mo-
strare con semplici passaggi algebrici che la parte reale e la parte immaginaria

di D(wy) si scrivono rispettivamente nella forma compatta

Ji (Wo)f2(wo) - 7T2$1562

NE A 1 <wy<yfaf+1 >0
DR(WO):JJ se wo 5+ 1exg , (4.69)

4 Ef
f1(wo) f2(wo)

se wp > \/r3+ 1,
T2 fi(wo) + 22 f2(wo)

NG A 1 <wo<y/ag+1 >0
Df(wo)——o—o se Wwo g5+ 1exo , (4.70)

w21 f1(wo)
sewp > /3 +1.

In queste espressioni le funzioni f; e fy sono definite da

filwo) = —2woV1 (4.71)
folwo) = 2wV . (4.72)

In generale gli integrali V; e V5 devono essere valutati con 1'ausilio del calcolo

numerico.
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Nel limite Bose-Einstein ¢ comunque possibile approssimare le funzio-

ni integrande in V; e V5 e quindi ottenere risultati analitici.

l’approssimazione E, ~ £, valida se xy < 0 e |zg| > 1, si ottiene

fleon) 7 (ol = ieol )

fa(wo) & /o]
Dalle (4.73) e (4.74) e dalla (2.130) si ricava quindi

N2 2f 1
Daleo) =3 T et 2ol (/lzol = y/lool + o

Di(wy) = N2 2f L e |x0|(\/|:130|—\/|m0|+w0)

\/ kfépmr

valide per wy > |x¢|, le cui derivate sono date da

NQ \17_ \/»
4 \/_ \/ k;fgpazr \/ :EO| + wo

, NZ2v8 1 =2
Di(w) = & ——= ————
4 V3T \/kfgpair 2

\/ wo |$0|)

(o (V- ) - Yo

Inserendo le (4.75) — (4.78) nel sistema linearizzato

Diy(wo) =

X

DR(LU()) — wiD’I(wg) =0

D[((,do) + wiD%(wo) =0

si trova che esso non ammette soluzioni.

Utilizzando

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

Per accoppiamento debole e intermedio si e utilizzato il calcolo numerico

per valutare la funzione D(wy) sull’asse reale delle wy. Anche in questo caso

si ¢ trovato che il sistema (4.79) non ammette soluzioni.
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Figura 4.2: |D(w)|* in funzione di w per k;&puir = 3.68
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Ciononostante, vale la pena di sottolineare il comportamento di |D(wj)|?
in funzione della frequenza reale al variare del parametro adimensionale
k¢&pair- Esso mostra per kfp.i» ~ 1 un minimo piuttosto pronunciato per
un valore di w, poco sopra 24,. Tale minimo diventa sempre meno evidente
e si allontana da 2Ag nel limite BCS (kfpq;r > 1), mentre nel limite di
Bose-Einstein (k&4 < 1) esso addirittura scompare.

Come si vedra in dettaglio nel capitolo successivo, il contributo delle flut-
tuazioni oltre il campo medio nello studio delle grandezze fisiche da origine ad
espressioni che coinvolgono |D(wp)|?. Su basi generali si pud ritenere che, al-
I’aumentare dell’intensita dell’interazione tra particelle, diventino sempre pit
importanti le correzioni dovute alle fluttuazioni. Un’analisi quantitativa del
loro contributo ¢ un compito di calcolo numerico estremamente impegnativo
ed esula dagli scopi del presente lavoro.

E pero ragionevole supporre che un comportamento cosi peculiare di
| D(wp)|? nella regione di accoppiamento intermedio possa influenzare qualche
grandezza fisica o modificare, per esempio, la densita degli stati di singola
particella lasciando cosi una traccia inconfondibile per riconoscere il “tipo”

di superconduttivita nei nuovi materiali ad alta temperatura critica.
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Capitolo 5

Studio di alcune grandezze
fisiche con I’inclusione delle
Auttuazioni oltre
’approssimazione di campo
medio

E noto dagli esperimenti che i superconduttori convenzionali sono caratte-
rizzati da una lunghezza di coerenza dell’ ordine di 500-10000 A. Cio implica
che il raggio di una coppia sia molto pii grande della distanza tra coppie.
Questo regime con coppie di Cooper largamente sovrapposte puo essere ac-
curatamente descritto da una teoria di campo medio come quella elaborata
nel 1957 da Bardeen, Cooper e Schrieffer.

Studi teorici approfonditi sono stati condotti anche nel contesto di un
sistema di fermioni con interazione fortemente attrattiva. In questo caso
si formano bosoni compositi formati da coppie di fermioni con separazione
spaziale molto piccola rispetto alla distanza tra coppie e il sistema puo essere
considerato come un insieme di bosoni debolmente interagenti. La transizione
alla fase di superconduzione e allora interpretata tramite il fenomeno della
condensazione di Bose-Einstein dei bosoni compositi.

I nuovi materiali ad alta temperatura critica, caratterizzati da una lun-
ghezza di coerenza dell’ordine di pochi A, non sembrano comunque appar-

tenere né all'uno (BCS) né all’altro (BE) dei regimi sopra considerati, ma
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piuttosto ad un regime intermedio tra i due. In questo regime intermedio la
fisica del problema risulta piuttosto complessa. Infatti, i fermioni non sono
sufficientemente legati da formare bosoni compositi stabili, né sono cosi de-
bolmente interagenti da essere accuratamente descritti dalla teoria BCS. In
questo regime ci sono quindi meccanismi di interazione molto complicati tra
bosoni compositi e fermioni liberi e una teoria di campo medio risulta chiara-
mente insoddisfacente. E allora necessario tenere in conto il contributo delle
fluttuazioni oltre ’approssimazione di campo medio.

Lo scopo di questo capitolo e quello di porre le basi per un sistematico e
appprofondito studio del contributo delle fluttuazioni nelle grandezze fisiche
e in particolare nella densita degli stati di particella singola, nella speranza
di trovare risultati che siano caratteristici soltanto di questo particolare re-
gime. Un tale obiettivo comporta inevitabilmente un gravoso e complicato
utilizzo di metodi di calcolo numerico che non sara affrontato in questa sede.
Piuttosto si mostrera come sia possibile, una volta scritte le equazioni (vali-
de in generale) per le grandezze fisiche, ottenere risultati analitici nel limite

Bose-Einstein, dove i calcoli risultano particolarmente semplificati.
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5.1 Rappresentazione spettrale della funzio-
ne di vertice

Definendo
Gonla) =~ 5.0
GBa<q>=§§Z§ , (5.2)

con A(q) data dalla (3.3), B(q) dalla (3.4) e D(q) dalla (3.2), la funzione di

vertice (3.1) si scrive

_ [ Geule)  Gpale)
F(q) - ( GBa(Q) _GBn(_Q) > (53)

La dipendenza dalle frequenze di Matsubara bosoniche w, nelle (5.1) e
(5.2) & piuttosto complessa e non riconducibile a frazioni semplici. Pertan-
to, se si vuole calcolare la somma sulle frequenze w, nelle (2.52) e (2.53) ¢

necessario utilizzare le rappresentazioni spettrali per le (5.1) e (5.2), ovvero

scrivere
oo dw' GE,r(q, ')
Gnld) /—oo T W —iw, (5-4)
+oo dw' GE (q,w’)
Gpalq) = / e 5.5
2a(d) 0 T W —iw, (5-5)
dove
ng(a)l(q7 w) =3 ng(a) (q7 w) (56)
e
ng(a) (q,(.d) = GBn(a) ((L W, — W+ “7) . (57)

Nel limite di temperatura zero il peso spettrale per la parte di vertice puo

essere scritto esplicitamente come:
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GEni(d,w) = TRy (q) 6 (w — ws(q))

—mRy2(q) § (w4 wp(q))

(ARp(q>w)DI(q>w) — Ara(q,w)Dr(q,w)
Dr(q,w)? + Di(q,w)?
App(a,w)Dr(q,w) — ARd(qw)DI(q,w))
Dgr(q,w)?+ D;(q,w)?

x (0(w — W)+ 0w — w;)) (5.8)

Gharla.w) = ~mRu(a) (6w — nle)) - 6 (@ +wn(a)) )

N (Bl(q,w)DR(q,w) — Br(q,w)Di(q,w)
Dgr(q,w)?+ D;(q,w)?

x (9(w — W)+ 0w — w;;)) . (5.9)

I termini che contengono funzioni § di Dirac nelle (5.8) e (5.9) sono associati

al polo dello stato legato (modo collettivo) in GE (q,w) e in G&,(q,w), con

residui
1%;11((1):8(?u ARd(q’ZI;(f’:;p(qM . (5.10)
(@) = 6‘(1 ARd(qu)%(:l’:;p(qa ) | e ana) o)
B0 = 5 e . (5.12)

Gli altri termini nelle (5.8) e (5.9) provengono dal continuo degli stati a due

particelle sopra il fondo della banda w; (dato dalla (3.9)), con

Ayl w) = 507 | (2‘%3 (21131{ - (Uﬂ(—Ej f]g‘))(fj; E‘)> (5.13)
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(uiu? —vi0v?)w

Anala,w) = ﬁsw/ BB =

2 2.2
s (Whu? +0i?)

Ap(q,w) = 5 /

X ((S(E+ +E_—w)— (S(E+ +E_+ w))

dk
Anfa,w) = =509 [ Gosldul —de?)

X ((S(E+ +F_ —w)+ 5(E+ +E_+ w))

dk
Br(q,w) = 6973/(27r)3u+u_v+v_

1 1
X +
<E++E_—w E++E_—|—w>

dk
Bi(q,w) = 762 /Wu+u_v+v_

x (5(E+ L E —w)—6(E,+F_+ w))

Dg(q,w) = App(q,w)* — Br(q,w)* — Ara(q,w)
_Ald(qv M)Z + Bl(qa w)Q + Afp(qa w)Q

Di(q,w) = 2Agy(q,w)Ari(q,w) — 2Br(q,w)B(q, w)
_ZARd(qa w)AIp(qv w) .

80

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)



5.2 Self-energia

La self-energia approssimata a un “loop” ¢ data dalle (2.51) — (2.53). Con

le notazioni introdotte in questo capitolo essa puo essere riscritta come

Z11(1€) = —222 ZZQO q— GBn(Q) (5-21)

q Wy

Eu(k) = 221 ZZ?@ q — GBCL< ) — Al . (522)

q wy
Per calcolare la somma sulle frequenze di Matsubara bosoniche w,, ¢ sufficiente

decomporre in frazioni semplici e utilizzare il risultato [5]

wyn
li = —73b 5.23
ni,%l+ ; Wy, — & Bbz) (5.23)
n cul
bz) = — (5.24)
T) = 1 )

¢ la funzione di distribuzione di Bose. Utilizzando le (5.4) e (5.5), le (5.21) e
(5.22) diventano pertanto:

Sk :_52/ GBnI q,w’)
R CS LT - B+ D

k—q - k— -
Vijws + Ex_q + W' 1wy — Fx_q —

Yia(k) = —Ar - ﬁZ/ Gar(a: )
) (f(Ek—q)+b( )_1—f(Ek—q>+b( )> . (5.26)

XU Vi | 2 -
k-q"k-q iws + Ex_gq + W' iws — Byx_q — W'

Nel limite di temperatura zero, inserendo le (5.8) e (5.9) nelle (5.25) e (5.26)

e ricordando che in questo limite

f(2) = 6(—a) (5.27)



b(2) = —6(—) | (5.28)
si ottiene:
R
Sulk) = % ( T
2 Ria(q) )
K90 + Fr_q + wi(q)

/

 dw Alp<q7w)DR(qa w) - ARd(qa W)D[(q, W)
-8y [ RIS PR
q Jwg T R(qaw) + I(q,w)
ARp(q7 W)Dl(qv W) _ Ald(qa w)DR(qv W) UIQ(—q
DR(qa W)Z + Dl(qv w)Q Z-(")s - Equ —w
B <A1p<q7w)DR<q7 w) - ARd<q7 w)‘DI<q7 w)
DR(qvw)z + Dl<q7w)2
_ARp(q7W>DI(q7W> - Ald<q>w>DR<q7w) ui—q
Dr(q,w)* + Di(q,w)? iws + Byq + W'

} . (5.29)

Z12(/€) =—-A; — ﬁzuqukaqu(Q)

1 1
>< < ‘ - . >
iws — Bx_q —wp(q)  iws + Ex—q + wi(q)

> dw'’ Bl(q> W)DR(q,U)) - BR(qa W)D[(q, CU)
+ﬁ;uk—qvk—Q/ 7 ( DR(Q; w)z + D[(C],W)Z >

"
Wq

! 1
X (z’ws — Ek—q —w! o iu)s + Ek—q +w,> . (530)
5.3 Spostamento del potenziale chimico

Quando si calcolano grandezze fisiche all’ordine A e necessario tener conto

sia dello spostamento A; del parametro d’ordine
A=Ag+ A +0(N) (5.31)
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che dello spostamento p; del potenziale chimico

p=po + My +O(N?) . (5.32)
Lo spostamento A; & gia presente esplicitamente nella (2.53) ed & dato dalla
(2.58). 11 potenziale chimico p; nelle (2.54), (2.56) e (2.60) deve essere invece
scelto in modo da mantenere una densita costante di particelle. Determinia-
mo allora p; in modo da soddisfare tale condizione. Approssimando la (2.31)
con

Setr o, Lo |, o
N 3 Oeir T 5k

e integrando la (2.25) sulle variabili di Hubbard-Stratonovich b e b* si ottiene

Z = e~ xP%e (5.33)
dove

Qe = Q) + 205 (5.34)
Q<0>——Aj—321o (1+ *ﬂEk)+Z( - E 5.35
gc % g € fk k) ) ( : )

k k

1
Q) = —>"logD(q) . (5.36)
23 4

Il parametro d’ordine A e determinato dalla condizione

0Q,.
OA

mentre il potenziale chimico puo essere ottenuto per mezzo della relazione

=0 (5.37)

1 09y
ng=——
f Q Ju
Sviluppando in serie di potenze di A intorno ai valori di campo medio g e

A, le (5.37) e (5.38) diventano:

(5.38)
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agﬁ) 2(@
0: aA (/Lo,A())‘i‘)\ ( aAQ (,LL(),Ao)A
2*QO oy
gc
00 9*Q
_an = a; (,uo,Ao)—f—/\ <8A8 (Mo,Ao)A

Q0 900

+ 0u = (1o, Do) 1 + 8: (ko A0)> - (5.40)

Utilizzando il fatto che in approssimazione di campo medio risulta

o0
61 (Mo,Ao) =0 N (541)
1000

le (5.39) e (5.40) si possono finalmente scrivere nella forma matriciale

920 92000 ()
ans (1o; Do) FITIN (10, Do) Ay ng (110, Do)
= (5.43)
25(0) 2 (0) 8Q(IC>
%Aﬂdu (“07 AO) 2 Q (/J“Oy AO) K1 g (/,LD, Ao)

da cui si possono ricavare sia lo spostamento del parametro d’ordine A; che
quello del potenziale chimico 4, una volta note le derivate rispetto a A e/o
i dell’energia libera gran canonica €2,.. Nel limite di temperatura zero dalla
(5.35) si ottiene:

00 00 A2
g¢ Ng) = — ge A g 44
OA2 (:an 0) 3#2 (/’607 ) Ek3 (5 )
aQQ(O aQQ(O) Aofk
= gc = — E 4

Utilizzando la (5.36) si puo mostrare che
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a0

2
_ g¢ —
8A <1U’07A0) B h

con h dato dalla (2.59), che riscriviamo nella forma

5 { 1Go(k)Go(—F) — Folk) Fo(k)]

x> Folg — k)G palq)

L2 (R)Go(k) S Gl k)GBn@}

Analogamente
0N
- aZ (110, Do) = ancl)
con nf ) dato da
1 2
7@ Z — Fo(k)Fo(k)]
k

X Zgo q—k)Gpu(q)

— 2Fo(k)Go(k) > Folg — k)GBa(Q)}

Dalle (5.44) e (5.45) si ha

A2 [A,
Z Eﬁ = 2N()Q ;J5(l’0)

A |A
Z ongk = 2N()Q OJ6(I0>
k €f

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

nelle quali ricordiamo che Q é il volume del sistema, Ny = mk;/(27?) & la

densita degli stati in 3D per proiezione di spin sulla superficie di Fermi nello

stato normale, Ag/e; é data dalla (2.96), e J5(xo) e Js(zo) sono rispettiva-
mente dati dalle (2.89) e (2.90). Utilizzando le (5.50) e (5.51) e la (2.96), la

soluzione del sistema (5.43) & data da

85



A1 B i 3/x0J5+J6 J5 _J6 B2

= 5.52)
2 2 (
H1 Mo J5+ Jg —Js —Js @
la quale, ricordando la (3.131) puo essere riscritta nella forma
h
S BERY BT (5.53)
Ha No ¢ _% -1 ny”

A questo punto, per procedere ulteriormente, ¢ necessario calcolare le (5.47)
e (5.49).

5.4 Calcolo di h e n

Al membro di destra delle (5.47) e (5.49) si hanno tipiche espressioni
che intervengono quando si considera ’approssimazione a un “loop”. Esse
coinvolgono una somma sulle frequenze di Matsubara bosoniche e fermioniche
e un’integrazione sui vettori d’onda k e q. Inoltre le Gp,(q) e Gp.(q), date
rispettivamente dalle (5.1) e (5.2), non sono funzioni note analiticamente.
Pertanto non ci si deve sorprendere piu di tanto se questo argomento non e
stato sufficientemente ed esaurientemente trattato in letteratura. Cerchiamo

ora di calcolare per quanto possibile le (5.47) e (5.49).

5.4.1 Somma sulle frequenze di Matsubara

Ricordando le (5.21) — (5.26), riducendo sistematicamente in frazioni

semplici e utilizzando la (2.66), la (5.47) si puo scrivere nella forma

oo duw'’
h = 52 Z Z / 7Ggal(q7 w/>Uk_qu—q
k q °~=x

[ 8 ) (15
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+

(ug — vi)* 1 — f(Ei—q) + b(w')
2B By Erq-—o <f( W+E“q>

(ui — vi0)* f(Ei—q) + b(w)
B 2Ek Ek — Ek—q + W' (1 B f( W B Ek
(ug — vi)* 1 — f(Eik—q) + b(w')
2Ek Ek—i—Equ—i-w (1_f< W+Ek
gyt [Bea £ [ 0
O B+ B g — o aEk

,<f(Ek w—Ekq>

+

)
)

f(Ex

1
_Ek+Ek — W

1= f(Bx—q) + b(«)
Ek—Ek q —w! 8Ek

|
)
fw+Ekq)]
01— £(BY)
1

2.2
+2u vy

f(Ex

1
(s
Ek—Ek q—w

) —
(E b(w
+212{12<f kq+
Ek—Ekq—i-w 8Ek
1
E — K
Ek—Ekq+w( (B = 1 = Fiea)
221— Ekq—i-b 0
_2kk

Ek+E11{ Y <1—f(Ek)—f<w JFEk—q>)]}

_5222/ Gan q, w') 2 vy

Jfumik o f(Beq) + b
k—

2Ek a Ek + Equ —w

ok, 1= f(Fiq) £ bW)
2Eﬂk k-q Ek—Ek q—w

U =) 2 f(Biq) +bw )(1
2Ek quk_Ek q—i—w

up — Uk 1 — f(Ex—q) + b(w )(1

S

+

(f(Ek> )

(f(Ek> — f(W' 4 Ex_q)

— f(Ex) — f(
+ — f(Bx) = f(W' + Fx_q)

)
W' — Ek—f;))
)

2FEy kq Ey + By q—i-w

(Bi—q) + b(w) [ 0

E
VB By g — o5, ()

2 9
—Up Uy
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e (B0 - £ - Bey)

2.2 1 — f(Ex-q) + b(w) )
Kka By~ B g — W

Ehiﬁq_w(<ﬂ< ﬂw+EkJﬂ

)

)

[ 9 5B

f(Ex)

) —
22 f(Ekq+b 9
kquk—Ekq+w 0Ek
1
— B
+Ek—Ekq+w( f(Bi) = k“)>
_U2U2 1_f(Ek q +b 0 )
kTk—a Ey + Fyx_q+ W aEk Exc
1
E . (5.54
+Ek+Ekq+w/( F(Bi) = f(w+ kq))]} (5:54)

La (5.54) & valida per 0 < T' < T.. In particolare, nel limite di temperatura

zero si possono utilizzare le (5.27) e (5.28) e ottenere pertanto

oo dw’
R
GBaI q,w )uk*qvk*q

——wzz/

) 0(=w) ()t W)
2Ek Ek + Ek—q —w 2Ek Ek + Ek—q + W'
O(—w) f(w)
-9 2,2 2) 2,2
Uy Uy (Ek + Ek, — wl)2 + Uy Vg (Ek Ek a + (.L)/)2

_5222/ Gan q, w')2urvi

Jfurmd o, 0w) w0
2F S UE + Fyq—w = 2F 9B+ Ey_q+ o
2. 9 0(—) 0(w')

— vpg 5.55
(Ek + Ek_q — w’)2 Ukvkiq (Ek + Ek_q + w’)Q} ( )

Con una procedura analoga, la (5.49) puo essere riscritta nel limite di

temperatura zero

3 +oo duw’
nf) = 252> / 7Ggal(q7 W) 2ui Vit qUk—q
k q

—0o0
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ug—ve  O(=w) wg—vg W)
2Ek Ek + Ek,q —w 2Ek Ek + Ek,q + W'

PR MO )
k(Ek+Ekq w) k(Ek+Ek q—i-w)
ﬁ dw’
3 Bl B LR
k q >
2uivg O(—w') 2uivi O(w)
8 { Ey i—a Ey + Fx_q— W' N Ex Yk-q Ex + Bx_q+ W'
O(—w')
2 2 .2
_uiuk—q(uk - Uk) (Ek + Equ _ w/)Z
O(w)
+opvi_q(up — vi) Bt Byt w’)z} . (5.56)

5.4.2 Contributo dello stato legato e del continuo

E utile scrivere le (5.55) e (5.56) rispettivamente nella forma

h=hy+he , (5.57)

n) =nl) +nl) (5.58)
I termini Ay e n;lg nelle (5.57) e (5.58) sono ottenuti sostituendo le (5.8) e

(5.9) nelle (5.55) e (5.56) dove si considerino solo i termini che contengono le

funzioni ¢ di Dirac. Si ha esplicitamente

2
Uk—q

Eyx + Ek_q + wb(q)

(5 — v
hb = ﬁQZZ {Rbl QUkUk [ ok k
k 4a k

2 Uk q
R, 2
(Ek + Eyx_q + Wb(Q)P] T Fia(@)2wn

lui — Vi Ui g 12 Ui ]
2B Ex+ B q+wl(q) 5 (Bx+ Bx_q +wi(q))?
(uip — vi)? 1

Ek Ek + Ek_q + wb(q)

+ Ry (q)Uk—qVk—q l_

+4uiv§(Ek oy tﬂ}b( ))2” (5.59)
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Vk

=25 ¥ Y {qu) [% o
U Q4GS By Ex+ Ex—q +wi(q)

2(,.2 2 Uk q
R
oy (U — vy;) (e + Frq+on(q))? ] + Ry (q)
2U12(U12( ui—q _ u2 (uk - ’Uk)ui—q ‘|
Ex Ex+ Ex_q+wb(q) (B + Ex_q +wp(q))?
ud — v 1
k — Uk

+Rb(q>QUkvkukiqvkiq [_ Ek Ek + Ek + wb(q)
—q

(B + gi_; il%wb(q))Q] } . (5.60)

(1 )

I termini A, e Ny SONO invece ricavati dai termini restanti che descrivono

gli stati del continuo nelle (5.8) e (5.9).

5.5 Calcolo dei residui

I residui Ry, Ry e Ry dati dalle (5.10), (5.11) e (5.12) possono essere
calcolati analiticamente nel limite di ¢ “piccoli” (¢?/(2mw) < 1) per tutti
i valori della variabile adimensionale k. Inserendo le (3.12) e (3.13)
approssimate al secondo ordine in |q| e w nelle (5.10) — (5.12) e utilizzando
poi le (3.93) — (3.131) si ottiene:

Ri(q) = Cs {QALO“ MR Cohs L62m§ i } (5.61)
Ria(q) = C {QAL; ALy + (L z quG 2 ) } (5.62)
Ryq) = —Cp -1 Lo _252122252) i (5.63)
dove gli L; sono definiti dalle (3.104) — (3.114) e
Cp = 5197;; A5 (5.64)

1
V2mA, b*
0
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Nel limite di accoppiamento forte (kfpq;r < 1) si pud mostrare che le

(5.61) — (5.63) si riducono rispettivamente a

2
8meZad 1 5+ lip
Ry(q) = =22 = [14 22— 5.65
2
Smetad 1 s+ B
Rp(q) = —2= (1222 5.66
8metad up
Ry(q) = ——2=2 == 5.67
a) = =0 12 (567)
nelle quali abbiamo definito una massa bosonica
mp = 2m (5.68)
e un potenziale chimico bosonico
1 A2

5.6 Funzione di vertice nel limite BE

Nel limite BE tutti i fermioni sono legati in coppie e I'energia di legame
€p € cosi grande da rendere estremamente improbabile il decadimento di una
coppia in due fermioni liberi. Questo permette di trascurare il contributo
degli stati del continuo a due particelle e quindi di approssimare la funzione

di vertice con

3

B 87‘(63@8 uqu v%q
o) = T80 (e (5.0

8meia’ 1 1
) — — 0% _ 5.71
Ba(q) 30 UBqUBg (z’wy —wp(q) iw, + wb(@) o1

dove abbiamo utilizzato le (5.65) — (5.67) e definito le quantita
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a
V3, = uh, — 1 ; (W - 1) . (5.72)
Nel limite di accoppiamento forte la funzione di vertice riveste quindi il ruolo
di propagatore bosonico (a meno di un fattore di normalizzazione).

La densita di un sistema di bosoni fuori dal condensato ¢ per definizione

data da

I Ay uh, U,
=750 Zq:e 7 (wu —wlq)  iw, +wb(q)>
d
-/ (2:)3 (v, + (s, + 03 (4(@) (5.73)

da cui risulta per la (5.70) la relazione

—> Gpalq)e™" = 8mega’ n(()l) . (5.74)
q

Il fatto che G pg,, non sia una vera funzione di Green bosonica risulta chiara-
mente dalla Ref. [13] dove si dimostra che, nel limite bosonico di accoppia-
mento forte, i campi fluttuanti di Hubbard-Stratonovich diventano veri campi

bosonici previa una loro rinirmalizzazione proprio per la costante |/8me3as.

5.7 Calcolo di A; e i1 nel limite BE

Inserendo le (5.65) — (5.67) nelle (5.59) e (5.60) e trascurando il contributo

del continuo si ottiene

A
hahy~—BQ =20 (5.75)
€0
ngcl) ~ ngclg ~ 2”1(;1) : (5.76)

Utilizzando le (5.75) e (5.76), le (2.126) e (2.127), e la (3.134) si possono
ricavare lo spostamento A; del parametro d’ordine e quello u; del potenziale

chimico per mezzo della (5.53):
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1 nl()l)

Alz— A()

N A(z) n,()l)

" 2¢ 2"

H1

in cui nl(,o) ¢ la densita di bosoni nel condensato data da

(0) 2
n® A
b 2 8meda?

Calcoliamo infine la quantita

1 Wy *
Ny, = 50 Zq:e T<b(q)b"(q) > g

eff

con b(q) dato dalla (2.27). Ricordando che [13]

< b(q) >0 =< 5*(0) >

eff

@ =240

5 eff

S

< b(g)b*(q) >4 = ~Grale)

la (5.80) diventa

QO 0%s
e, ricordando le (5.77) e (5.79),

Ag

A2 2A
Ny = é8m2 3 [ 0 <1 + 1) + nl()l)

2,3
8mejas

Q Q

N, = ﬁ&regag {(ngo) — ngl)) + nél)] = é A2

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

Quindi N, coincide, a parte un fattore di normalizzazione, con la densita

bosonica. Inoltre si vede che, anche nel limite di temperatura zero, non tutti

1 bosoni sono nel condensato.
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5.8 Densita degli stati di particella singola

La densita degli stati (per proiezione di spin) di particella singola all’or-
dine A e data dalla (2.60). Il risultato in approssimazione di campo medio &
fornito dalla (2.110), la quale puo essere utilizzata per calcolare i contributi
dovuti agli spostamenti A; del parametro d’ordine e p; del potenziale chi-
mico. E infatti sufficiente sostituire Aq e p rispettivamente con le (5.31) e
(5.32) e sviluppare fino al primo ordine in \. Il contributo restante all’ordine

A e dovuto alle fluttuazioni e si pué ottenere dalla (2.60):

+dw

NU =5 ZZ/ BaI (q,w )2Ukvkuk—qvk—q

y up — vy f(Ek_q) +b(w)
2Ek Ek + Ek—q —w!
2 2 N r _
uj, — vie 1 — f(Ex_q) + b(w') ,
_ _ B — S
o8 Bt Pro—w _(5(w k) — 0w k—q — W )
uy — vy f(Ex—q) +bW) |
2Ek Ek — Equ + W' L
2 2 N - _
ug — vig 1 — f(EBx_q) + b(W') /
_ B — S
o Bt Frotw _5(&) + Ex) — §(w k—q — W )
o f(Bx—q) +0() | O
— o(w—FE
Yk Ek + Ek_q —w! (9Ek (w K

{5(w —Ex) — 6w+ Ex_q — ')

S(w+ Ex) — 6w+ Exq — )

1
_Ek + Ek—q —w

1 = f(Bxq) + b(«)
Ek — Ek—q —w!

(6(w — Ex) —6(w+ Ex—q — w’))

+uj,

0
[aEk(;(u) — Ek

)
|
)
)
|
)

2 fEiea) £ 0(W) 10
— FE
Yk Ek—Ek q+w 8Ek5(w+ k
1 /
+Ek—Ek,q—|—w’ (5(w—|—Ek) —(5(w+Ek_q—w))

+vy

Ek + Ek,q + W’

o 1= f(Biq) +0(W) | 0
l_ 0 Fx.
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tE T Eiq o (5(w + Ey) — 0(w — Brq — w/)ﬂ }

2,2 ,
upvi o f(Ei—q) +b(w')
X { Ex Uk—q B + gk_q _— [5(w — Ek) — 5(w + By q — u/)]
2,2 L !
UV o 1— f(Ekq) +0(w)
Ek Uk—q Ek _ Ekq,q _ w/ -5<w — Ek) —_ 5(w _ Ek—q _ C(.)/)-
wog o f(Bieq) TH) T
Ek k—q Ek — Equ + W' |
SRk o 1= (Biea) £ 0 |
FEy k—q Frt Exqt o

(5((«&) + Ek) — 5((.4) + Ek—q _ w/)

5(&) + Ek) — 6(w — Ek—q _ wl)

S f(Bi—q) +bw) [ 0
kquk+Ekq—w aE’k

(5@ B — 6w+ B g — m)

1
- Ek + Ek—q —w!
1— f(Bx—q)+bw)| O
Ek o Ek_q - 3Ek

4,2
FURVy_q

)

|

)

B Ei_q — (6(w — B — 6(w — B q — w/))l
)

|

)

4 2
Uy Uy

f(Equ) + b(u)’) B 0
4 Ek - Ek—q + W’ aEk
1 !
—i—Ek "B gt (5(w + Ex) —0(w+ Exq —w ))
P 1 — f(Bik—q) +bw)| 0
e B+ By g+ o

tE T Ei_q o (5(w + By) — 6(w — By q — w/)ﬂ }

Q Z Z / ngl q7 )uk2Uk2

X _ui—q f<Ek—q) + b( )

Ek Ek - Ek—q + w,

_U12<—q 1 — f(Ex—q) + b(w) [5(
Ek Ek + Equ + W'

0w = Bi) = 8w — Eiq + )

Ex) —6(w+ Ex_q+ w’)]
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g f(Beq) + (W)

Ek Ek + Equ —w

_vl2<—q 1 — f(Bx—q) + b(w)
Ek Ek — Ek,q —w

[5@ b B — 6(w — Brq + )

[5@ b B — 6w + Faq + )

k- 4 ngf ;1—:1645 w) [8Zk5(w a2y
By — E11<—q + W’ (5(w = Bi) = 0w — Eieq + W’))]
b R e e
B+ E11<q + W' (5(w — Bi) = 0(w + Bieq + Wl))]
e J;J(f i_git b_(u:;? l_ af;ké(w + Ex)
+Ek + Ellc—q —w ((5(w + Bi) = 0(w = Bieq + Wl))]
TSI,

o Ei_q — (5(w + Bx) — 0(w + Ex—q + w’))] } (5.85)

Considerando il solo contributo dello stato legato nel limite di tempera-

tura zero si ottiene in particolare:

lel) gzzvk qul

f e i [t - B~ - B - o)
Ex Ex — Ex_q—w(q) 4

2,2 - -

ugzk — Ek_lq o) 196 B = 6 = Ficq — ()

_ e ! 6w — Bi) — 8(w + Frq + wi(q)))

Ex Ex+ Ex_q+w(q) L K k-a bl |

_ Ui ! 5w + Fi) — 6(0 — Breq +w(q)))

Ex Ex — Ex_q—w(q) L 8 koa el

1
Uy 0

+
Ek — Equ — wb(q) 8Ek

5((4} — Ek)
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5 (3= B = 50~ B — wn(a)
Ek - Ek q wb
ol

Ex + Ex_q + wi(q) [aEk

|
)
S+ i) =80~ Bq = ) )
)
|
)

+

Ek+Ek q+wb
ULV
Ek+Ek q+wb( )

9
_E
[aEké(w ,

+

<5w—Ek ) — 6w+ By q+wb(Q))>
Ek+Ek q+wb

+

ukUk [
By — Ex_q —wi(q) [OFk

((5(w + Ex) — 6(w+ Bx—q + wb(Q)))] }
o gl

1
N Ek - Equ - wb<q)

Uil ! [5(w — Ey) — 6(w+ By_q + cub(q))]
Ek Ek + Ek_q + wb(q) _
UiVi L 5w+ Bi) — 6w+ Fiq +w(q))
Ex Ex — Ex_q—wi(q) L ]
_ Wi ! d(w— Ex) = 0(w — Ex—q — wp(q))
By By — Ex_q—w(q) L ]
_“ivﬁ 1 dw+ Ex) — §(w — Ex—q — wp(q))
Ex Fyx+ EBx_q+w(q) L ; -
4
e (w — Ek)
+Ek+Ek q+wb(Q) [aEk
(5 (w—Ey) — 6w+ Ex_ q+wb(Q))>]
Ek + Ek q + Cdb
i Ui [ (w + Fy)
Eyx — Ex—q — wi(q) | 0Fx
(5 w+ Ex) — 6(w+ Ex_q +w(g )))1
By — Ek qa— w(q )
ukvk 5((,() — Ek)
+Ek — Bx_q — wi(q) [aEk
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1
Ek — Ek,q + wb(q)

(5@ C B = 8w+ Buq— )]

2.2
Uy Uk

Ek+Ek q—l—wb( ) |f9Ek

(360 + 510 = 310 - Brca — )|

_é Z Z 2ukvkuk7qvk—qu(Q)
k q

(w + Ek)

1
Ey + Ek_q + wb(q)

. {jE o [~ B0~ 30~ Ba — o)
+2€Ekﬁ B+ Ek_lq +wn(q) :5(‘” B — 0w = Bieq - ”"(q)):
N 2§Ekﬁ B+ Ek_lq +w(q) :5(“’ — B~ Bieq ”"(q)):
_2€Ekﬁ i — Ek_lq —wn(9) :5<” * Hi) 0w+ B + g ))-

Uk
+ w—F
Ex — Ex_q — wy(q) [8Ek ( k)
—E —F
Ek—Ekq o k) = 0w a )]

2
Uy

Ex + Ex_q + wi(q) [aEk

(5w+Ek 6(w — Ex—q — wi(g )]
|

(W+Ek

+

)
Ek+Ek q—l—wb
up )

— F
Ey + Ex_ q"‘wb()[aEk (w )

_l’_
d(w—Ex) — 6w+ FE + wp( )
Ek+Ekq+wb < k) koa TR

- Ui [
Eyx — Ex_q — wy(q) | 0Fx

(q) <5(°’ + Ei) = 0w + Biq + wb(q))ﬂ } (5.86)

0(w + Ex)

1
Ek — Ek,q — Wy

Utilizzando poi le (5.65) — (5.67), si ottiene per la (5.86) all’ ordine dominante
nel limite BE:
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(kyay)?00 <w - 620> (5.87)

La (5.87) rappresenta una piccola correzione alla (2.110) ed ¢ caratterizzata

da un massimo poco pronunciato a w = 2¢q/3.
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Capitolo 6

Conclusioni

Concludiamo riassumendo i risultati riportati in questa tesi. Abbiamo
considerato il caso piu semplice possibile di un sistema continuo di fermioni
di spin s = 1/2 interagenti in modo istantaneo con un potenziale attrattivo
indipendente dallo spin e a corto raggio (potenziale “di contatto”). Abbiamo
inoltre assunto che il meccanismo di appaiamento tra particelle sia quello
della teoria BCS (coppie con spin totale zero).

Utilizzando alcune funzioni speciali della fisica-matematica (ovvero, gli
integrali ellittici completi di prima e seconda specie nella forma normale di
Legendre) abbiamo mostrato come sia possibile, anche per un sistema tridi-
mensionale, calcolare analiticamente le grandezze fisiche in approssimazione
di campo medio per valori arbitrari del parametro d’accoppiamento. Inoltre
abbiamo visto che i coefficienti dello sviluppo in serie della funzione di verti-
ce, nel limite di “piccoli” valori di |q| e w, sono dati da combinazioni lineari
degli stessi integrali ellittici. Questo ci ha consentito di ottenere risultati
analitici anche per la velocita del suono s e per la lunghezza di coerenza di
fase &pnase- Con 'ausilio del calcolo numerico, abbiamo studiato poi lo spet-
tro delle eccitazioni collettive wy(q) per valori arbitrari del vettore d’onda
q, evidenziandone i cambiamenti al variare del parametro d’accoppiamen-
to. Abbiamo quindi rivolto la nostra attenzione allo studio della funzione di
vertice sul foglio non fisico della superficie di Riemann. Anche se la nostra
analisi non ha permesso di riscontrare 1’esistenza di vere e proprie quasiriso-

nanze, il comportamento anomalo del denominatore della funzione di vertice
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per accoppiamenti intermedi ci ha indotto a supporre che cio possa influenza-
re ’andamento della densita degli stati di particella singola. Abbiamo infine
mostrato che lo spostamento A; del parametro d’ordine e proporzionale alla
densita fuori dal condensato nel limite Bose-Einstein.

La grande complessita matematica delle formule che coinvolgono 'ap-
prossimazione a un “loop” non ci ha ancora permesso di conseguire risultati
espliciti nel regime di accoppiamento intermedio. Tuttavia alla luce di recenti
risultati sperimentali che hanno messo in evidenza, in alcuni supercondutto-
ri ad alta temperatura, una struttura non BCS nella densita degli stati di
particella singola, puo risultare di grande interesse proseguire con il calco-
lo numerico delle espressioni a un “loop” del Capitolo 5. In tal modo sara
possibile stabilire se il nostro modello sia sufficiente a interpretare i risultati
sperimentali, oppure se sia necessario utilizzare modelli piu sofisticati (quali
il modello di Hubbard, il sistema carico, etc.). Un tale programma esula

dagli scopi della presente tesi ma sara affrontato nel prossimo futuro.
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Appendice A

Integrali ellittici

In questa Appendice, sono date, allo scopo di una rapida consultazione,
la definizione, le principali proprieta e i risultati pid importanti sugli integrali
ellittici, rinviando per approfondimenti e dimostrazioni ai testi specializzati
sull’argomento (per esempio, si veda i riferimenti [14] e [15]).

Gli integrali ellittici sono integrali del tipo

/R(x, P(yc)) dr (A1)

ove R(xy,x9) é una funzione razionale delle variabili z;, zo e P(z) & un
polinomio di terzo o quarto grado, privo di zeri multipli.

Un teorema dovuto a Legendre afferma che ogni integrale ellittico puo
essere espresso come combinazione lineare, con coefficienti costanti, di un

integrale di una funzione razionale di x e di integrali del seguente tipo:

1 1
d A2
/QE\/l—:c?\/l—k;%[:2 ’ (8.2)

V1 — k222
d , A3
I — (A3)

1 1 1

d . A4
/x1+mc2\/1—x2\/1—k2x2 (A-4)

I tre integrali (A.2), (A.3) e (A.4) sono rispettivamente indicati come
integrali ellittici del primo, del secondo e del terzo tipo nella forma normale di
Legendre; k € detto modulo dell'integrale ellittico (0 < k < 1), k' = V1 — k?

102



¢ il modulo complementare e n ¢ il parametro dell’integrale ellittico del terzo
tipo.

Ponendo z = sin « si ottiene:

¢ 1
F(é, k :/ d
(9,%) 0 a\/l—k2 sin®a

E(b,k) = /0¢ day/1 — k2 sin?a (A.6)

@ 1 1
(6, n, k :/ d ,
(9., ) o ““1T¥nsinla V1 — k2 sina

Quando ¢ = /2, I'integrale ellittico si dice completo. Si nota facilmente

(A.5)

(A7)

che
F(_¢7 k) = _F(¢7 k) )
E(_¢7 k) = _E(¢v k) )

F(nm £, k) = 2nF (5, k) £ F(6,k)

E(nm £ ¢,k) = 2nE(g, k) £ E(¢, k)

Essendo k2 < 1, si puo sviluppare in serie binomiale la funzione integranda
nelle (A.5) e (A.6) e quindi valutare i due integrali. Il risultato per ¢ = 7/2

e:

_<(2r;n—n!1>!!> 2::”1_,..} . (A.9)
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Le due serie sono rapidamente convergenti per k? < 1, mentre per k — 1
la convergenza e molto lenta; in questo caso si possono utilizzare le due

seguenti espansioni in serie in potenze di k’:

1.3\2 /4 9
- v 1 - = k/4
+<2 4) (ng:' 1.2 3 4)
1.3.5\2/ 4 2 9 9
log = — = % _ K64 Al
+<2-4-6> (ng' 1.2 3.4 5-6> + - (A0)

12.3 49 1
- l - = k/4
+22-4<0gk' 1-2 3-4)

12.32.5, 4 92 92 1
R A T . N K Al
+22-42-6(ng’ 1.2 3.4 5-6> * (A-11)

La riduzione di un integrale ellittico alla forma normale di Legendre puo

risultare particolarmente lunga e laboriosa, poiché il tipo di trasformazione
di variabile da utilizzare dipende sia dall’intervallo di integrazione che dal
tipo di zeri (reali o complessi) del polinomio P(z).

Rinviando ai testi specializzati per una casistica completa (per esempio,

si veda [14], [15]), riportiamo qui i soli due casi che ci interessano:

1 oo 1 1 T
— d = —F(=,k A12
2/0 x\/x4+2b2x2+a4 2a (2’) 7 ( )
00 x? a T 1 1 T
d - EC k) - ——— Pk
/0 x(x4+2b2x2+a4)% a* — bt (2’) 2a a? — b? (2’) ’
(A.13)
in cui
2_b2
>0 >—-00,a*>0 , kzzai
2a?

Gli integrali J5(zo) e Jg(xg), utilizzati per esprimere le grandezze fisiche
di interesse, si identificano rispettivamente con (A.13) e (A.12), una volta

posto
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a? =\Jzt+1 |

Risulta quindi

K =

DO | —

1+ . (A.14)
Vad+1
nel limite BCS (z¢ > 1) si ha

1
B —1—-—
413
ed e sufficiente utilizzare i primi termini dello sviluppo in serie in potenze di

k', mentre nel limite BE (zy < 0, |xo| > 1) risulta

1

kP — —
43

e basta tener conto di pochi termini nello sviluppo in serie in potenze di k .
Per accoppiamenti intermedi occorre invece calcolare tanti termini della serie
fino ad ottenere la precisione desiderata. Tale calcolo pud essere effettuato

numericamente utilizzando procedure standard.

105



Appendice B

Risultati analitici per la
lunghezza di coerenza di fase a
temperatura zero

Lo scopo di questa Appendice e di fornire una descrizione analitica della
lunghezza di coerenza di fase a temperatura zero per un potenziale partico-
larmente semplificato (potenziale “di contatto”).

Utilizzando il formalismo dell’integrazione funzionale e l’espansione in
“loop” associata, Pistolesi e Strinati [13] hanno mostrato che la lunghezza di
coerenza di fase, la quale é associata alle fluttuazioni spaziali del parametro
d’ordine, e per qualsiasi potenziale data dalla relazione

Ephase = || =, (B.1)
Co
in cui ¢g e ¢; sono i coefficienti dello sviluppo in serie di Taylor della funzione
A(q,0) + B(q,0):

A(q,0) + B(q,0) =co+c1q®* +... . (B.2)

Per un potenziale “di contatto”, utilizzando lo sviluppo per “piccoli” ¢ e
w delle funzioni A e B, dato rispettivamente dalle (3.12) e (3.13), si ha che

Co = 2]1 (B3)
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C1 = [2 + IlO . (B4)
Nel caso 2D, ricordando le (3.38), (3.39) e (3.47), si ottiene quindi

m Zo
Am ( Vg + 1)
11 zo+ 3z + 1
_ T oto T 2 B.6
T ur 12, (xo + (@ + 1) ’ (B.6)

da cui si deduce che

1e yJog+1 xg+ 3xf+ 1

kacézhase: ~ A N arel <$0+23>
6 Ao /a2 + 14z (g +1)2

Utilizzando la (2.112) si arriva finalmente alla

(B.7)

1 1
202 _ / 2
kfgphase - ﬁ (1'0 $%+1+1’0—|—2— [L‘%—l—]_) (BS)
da confrontare con la (2.111).
Nel caso 3D, ricordando le (3.93), (3.94) e (3.102) abbiamo invece

s
Cyo = (27)34m QWAQ J5<.C130) (Bg)
T 1 [2m
= —/— (Lo + L B.1

c1 2 1\ A (Lo + Lyo) (B.10)

dove, dalle (3.105) e (3.113), si ha

20

L2 + L10 = 2J10<.§L’0> - 4J8(Q30) + §J13(SL’O) (Bll)

Utilizzando le (3.122), (3.125) e (3.128) e la (2.96), si arriva con semplici

passaggi algebrici all’espressione

wlot

(z0J5(w0) + Jo(0))

k2 2 —
fgphase 9J5(SCU)
3 1 3 Js(o)
X [(1—- + = B.12
( 4 33'3 +1 2 $0J5(£E0) -+ Jﬁ(mo) ( )

107



da confrontare con la (2.94).

Analizziamo ora per completezza i due limiti estremi di debole e forte
accoppiamento, dove si ottengono risultati particolarmente semplici. Nel
limite BCS (k¢&pqair > 1) si ricava facilmente

Zo V2

kfgphase ~ ? ~ ? kfgpair (BD) (B13)
T 1
kfgphase ~ 706 ~ % kfgpair (2D) . (B14)

Quindi nel limite BCS esiste una sola scala di lunghezza che caratterizza il
problema e specifica sia la separazione spaziale di una coppia di Cooper che
la variazione spaziale del parametro d’ordine.

Nel limite Bose-Einstein (k& < 1) si ottiene invece

3 3 V3T 1
k§a56~<x> ~Y o (3D B.15
Eph i |0 W3 i (3D) (B.15)
1
k wse & ——  (2D). B.16
s~ 3= (2D) (5.16)

Al contrario di quanto avviene nel limite BCS, nel limite BE la lunghezza di
coerenza di fase dipende dalla dimensionalita del sistema. Inoltre, in questo
limite, pnase, deducibile dagli esperimenti, si differenzia marcatamente dalla
lunghezza di coerenza di coppia, la quale e invece associata alla distanza
spaziale delle particelle legate in coppie. Per completezza, mostriamo in
Figura B.1 'andamento di k¢&pase in funzione di k&4, in 3D ottenuto con

i metodi analitici sviluppati in questa tesi.
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kfépal:

Figura B.1: k¢&phase in funzione di k¢&pqir
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